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Prefacio

Un carpintero sin sierra eléctrica puede trabajar, pero con muchas dificultades.
Habran muchos trabajos que no podrd aceptar porque carece de equipo adecuado.
Un matematico sin el conocimiento de los elementos fundamentales de la teoria
de la medida puede trabajar, pero con muchas dificultades. Habran muchos
problemas en los cuales no podra trabajar porque carece de técnicas y teoremas
adecuados. La teoria de la medida es la “sierra eléctrica” del andlisis moderno.

Apuntes de la Teoria de la Medida es el resultado de un cursillo que se
realiz6 en la Escuela de Ciencias Naturales y Matematicas de la Universidad de El
Salvador (UES) en julio de 1995. Ese curso y estos apuntes fueron disefiados para
estudiantes y profesores de matematicas quienes tienen un buen conocimiento
de los conceptos y técnicas fundamentales del andlisis clasico. El lector ideal es
el estudiante de matematicas de dltimo ano de licenciatura o de primer ano de
maestria. Estos Apuntes estdn escritos con mdas detalles de lo que se acostumbra
en textos de matematicas. Esto se hizo para que el lector que estudia teoria de
la medida sin la ayuda de un profesor lo pueda hacer sin mucha referencia a otros
textos. Los Apuntes han prestado mucho de los libros de Royden [R] y Folland
[F], los textos que utilizé cuando aprendi el tépico.

Los Apuntes no se hubieran escrito sin la ayuda y apoyo de varias personas.
Los profesores Martin Enrique Guerra Caceres, José Nerys Funes y F. Javier
Martin Ortiz leyeron borradores e hicieron muchos comentarios que mejoraron el
producto final. Aracelia Fernandez, mi estudiante y asistente en Loyola Mary-
mount University, hizé cambios al expediente de que contiene el documento.

Deseo disculparme por todos los errores gramaticos, ortograficos y estilisticos
que existen en este documento. Casi toda mi educacién formal ha sido en
inglés, y éste es el primer documento de matematicas que he escrito en espaiiol.
También me disculpo por cualquier error matemdtico que exista en estos Apuntes.
Ellos son completamente mi responsabilidad. Le pido al lector que encuentre
errores que por favor me los comunique por correo electrénico a la direccidén

hmedina®@Imu.edu o correo convencional a la direccién Mathematics Department,
Loyola Marymount University, 1 LMU Drive, Los Angeles, CA 90045-2659, USA.

Herbert A. Medina
Loyola Marymount University, Los Angeles



Indice

Capitulo 1. La Medida de Lebesgue en la Recta Real

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Introducciéon

Medida Exterior

Conjuntos Medibles y la Medida de Lebesgue
Dos Ejemplos

Funciones Medibles

Capitulo 2. La Integral de Lebesgue

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Repaso de la Integral de Riemann
La Integral Sobre un Conjunto de Medida Finita
La Integral de una Funciéon No Negativa

La Integral General de Lebesgue

Capitulo 3. Medidas Generales

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Medidas y Funciones Medibles
Construccién de Medidas
Integracion

Medidas con Signo

El Teorema Radon-Nikodym
Medidas Producto

Capitulo 4. Los Espacios LP

4.1.
4.2.
4.3.

Definiciones y Propiedades Basicas
Estructuras Bésicas del Analisis Funcional
Los Espacios LP son Espacios de Banach

Bibliografia

(S N N

12
13

19
19
20
26
30

35
35
39
43
48
52
56

64
64
71
78

83



Capitulo 1

La Medida de Lebesgue en la Recta Real

1.1. Introduccién

El concepto de medida es una extension del concepto de longitud. En el
estudio de andlisis real se hace necesario poder definir la “longitud” de con-

juntos de nimeros reales complicados. Por ejemplo, la longitud del intervalo
13
201
Lo que deseamos hacer es definir una funcién m que asigna a cada sub-

| = %, pero jcual es la “longitud” del conjunto de niimeros irracionales?

conjunto de nimeros reales un nimero real no negativo (posiblemente o),
y que esta funcién generalice y se comporte como una funcién que mide

longitud. Estas son las propiedades que deseamos que satisfaga m:

(1) Para cada intervalo I, m(I) = longitud de I (= I(I).)

(2) Para un conjunto E C R y Vx € Rm(E) = m(z + E)
(= m{z+e: ec E}).

(3) Si {E;}°, es una coleccién numerable de conjuntos disjuntos
(EiEj =@ sii# j), se tiene que m(U;2; Ei) = Y ooy m(E).

Si una funcién m satisface la propiedad 2 se dice que m es invariante
por translacion y si satisface la propiedad 3 que m tiene la propiedad de
aditividad sobre conjuntos disjuntos.

Obviamente, queremos que esta funciéon m le dé una “longitud” a los con-
juntos que se puedan construir “naturalmente” mediante intervalos. Incluso
serd ideal que esta funcién de “longitud” a todo subconjunto de nimeros

reales. En la ultima seccién de este capitulo veremos que esto no es posible.
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1.2. Medida Exterior

Una forma de introducir la medida de Lebesgue es mediante el concepto

de medida exterior.

DEFINICION 1.1. Para un conjunto A C R, sea cualquier coleccién nu-
merable {I;} de intervalos abiertos que cubra A. Se define la medida exterior
de A, m*(A), por

m*(A) =inf {> 1(L;): Ac | L}
donde [(I;) = longitud de I;, y el infimo se toma entre todos los recubri-

mientos del conjunto A formados por colecciones numerables de intervalos

abiertos.

Observemos que la medida exterior estd bien definida y es no negativa
para todo subconjunto de nimeros reales’ A porque siempre existe (por
lo menos) un recubrimientos de cada conjunto formado por una colecién
numerable de intervalos abiertos, la suma estd bien definida porque solo
tiene nimeros positivos, y el infimo de un conjunto de nimeros no negativos

es no negativo. Obviamente, hay conjuntos A tal que m*(A) = oo.

OBSERVACIONES. Esta definicién da inmediatamente que

(1) m*(@) = 0. (Como I, = (0,1) para n > 1 se tiene que @ C Iy;
por lo tanto, m*(@) < 1 vn > 1.)

(2) La medida de un conjunto que contiene un niimero real es cero. (Si
A = {a} se considera I, = (a— 1, a+ 1) paran > 1, y se tiene que
A C I, y por lo tanto m*(A) < 2 vn > 1.)

(3) ACc B = m*(A) < m*(B) porque si A C UI; tenemos B C UI;
entonces el infimo para computar m*(A) se calcula considerando
mas colecciones de intervalos abiertos y, por lo tanto, debe ser

menor o igual que m*(B).

Es evidente que m* es invariante por translacién (porque la transla-
cion de un intervalo es un intervalo), pero no esté claro si la medida exterior
satisface las otras dos condiciones de la seccién previa. La primera tarea
serda demostrar que m* satisface la propiedad 1.

Ipara el resto de éste y el siguiente capitulo, la palabra “conjunto” se utilizard como

sinénimo de “subconjunto de nimeros reales.”
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PROPOSICION 1.1. La medida exterior de un intervalo es su longitud.

DEMOSTRACION. Primero consideramos el caso en que el intervalo es
cerrado y finito: I = [a,b]. Como el intervalo abierto (a — ¢,b + ¢) contiene
a [a,b] para cada € > 0, m*([a,b]) < b—a+ 2¢. Esto implica que m*[a,b] <
b — a. Para demostrar la otra desigualdad es suficiente demostrar que, si
{I,,} es una coleccién numerable de intervalos abiertos tal que [a,b] C | I,
entonces Y [(I,,) > b—a. Por el teorema Heine-Borel, para cada coleccién de
abiertos que recubre [a, b] existe una subcoleccién finita que también cubre
a [a,b]. Como todas las cantidades en la suma son positivas, es suficiente
demostrar la declaracién en el caso en que la coleccién de intervalos abiertos
es finita. Como a € Ugil I, se tiene que a estd contenido en uno de los
intervalos. Reordenamos los intervalos para que a € I1 = (a1, b1). Se tiene
que a1 < a < by. Si by > b el argumento estd completo, si este no es el caso,
by € [a,b] y como by €& (a1,b1), existe otro intervalo Iy = (az,bs) tal que
b1 € (az,b2), y az < by < be. Continuando en esta manera, se obtiene una
sucesién (a1,b1), (ag,b2),...,(ag,br) que es parte de la coleccién Ufj:l I,
tal que a; < b;—1 < b;. Como la coleccion es finita, el proceso terminara, y
se tendrd b € (ag, bg). Es decir ap < b < by.

(N N
N A

) ‘
a aa,b b a by b by

F1GURA 1. Cubrimiento de intervalo (a,b) por subcoleccién finita.

Se tiene

N k
D UIL) =D Uanby) = (be — ag) + (be—1 — ap_1) +- -+ (b1 — a1)
n=1 n=1

= b+ (bp—1 —ag) + (bp—2 — ap—1) +---
+(b1 — a2) — ay,
> by —aq,

y la dltima cantidad es > b —a porque by > by a1 < a. Esto demuestra que
m*[a,b] > b— a.
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Si I es cualquier intervalo finito y € > 0, hay un intervalo cerrado J C I
tal que I(I) —e < I(J) = m*(J) < m*(I) < m*I = I(I) = I(I). Esto da
I(I)=m*I.

Si I es un intervalo infinito, para cada entero positivo n, existe un
intervalo cerrado finito I,, tal que m*(l,) = ny I, C I. Se tiene que
m*I > m*I, = n, de lo cual se deduce que m*(I) = oc. O

PROPOSICION 1.2. Si {A,}22, es una coleccion numerable de conjuntos
[e.9]

o0
entonces m”*( U Ap) < Z:m*An.2
n=1 n=1

DEMOSTRACION. Supongamos que todos los conjuntos tienen medida
exterior finita. (Si uno de ellos tiene medida exterior infinita, el resul-
tado es trivial) y fijemos ¢ > 0. Para cada n existe una coleccién nume-
rable {Inm}o_; tal que Ay C Upi_i Inm ¥ Dopoy U{Inm) < m* A, + 57
La coleccién {Inm};o,—1 es numerable y recubre a (J;2; A,. Se tiene
que m*(UpZy An) < 32, lInm) = 220 200 Wnm) < 32, m™An + 5 =
>, m"A, + . Como la desigualdad es cierta para todo € > 0, la demos-
tracion estd completa. O

COROLARIO 1.3. Si A es un conjunto numerable, m*(A) = 0.

Se deduce inmediatamente que cualquier intervalo no es numerable y
que la medida exterior del conjunto de niimeros racionales es cero.

Una de las técnicas importantes en la teoria de la medida es la de aproxi-
mar un conjunto cualquiera por una unién de conjuntos abiertos o cerrados

que “mide” casi lo mismo que el conjunto original.

PROPOSICION 1.4. Si A es un conjunto y € > 0, existe un abierto U tal

que ACU ym*(U) <m*(A) +e. También existe una coleccion numerable
de abiertos {Up}52, tal que A C (o2 Up y m*(A) =F m*((N,—, Un).

DEMOSTRACION. Si m*(A) = oo, no hay nada que demostrar. Si
m*(A) < oo, la primera declaracién se deduce inmediatamente de la defi-
nicién de medida exterior, de la subaditividad y del hecho que la unién nu-
merable de abiertos es un abierto. Para demostrar la segunda afirmacion,
observemos que para cada entero positivo n existe un abierto U, tal que

2Esta propiedad se llama sub aditividad.



1.3. CONJUNTOS MEDIBLES Y LA MEDIDA DE LEBESGUE 5

AC U, ym'U, <m*A+1 Como AC L, Un, m*A < m*(N02, Un).
También m* (02, U,) < m*U, < m*A+ L, ¥n > 1y por lo tanto,
m*(o2y Un) < m*A. O

La funcién m* estd definida para, (es decir, “mide”), todo subconjunto
de nimeros reales; pero, como comentamos antes, no satisface la propiedad
de aditividad sobre conjuntos disjuntos. Lo que haremos sera restringir la
coleccién de conjuntos, y m* restringida a estos conjuntos serd la medida de
Lebesgue y cumplird la propiedad de aditividad sobre conjuntos disjuntos.

Ejercicios

1. Demuestre que, si A es un conjunto tal que m*A = 0, para todo
conjunto B se verifica que m*(AU B) = m*B.

2. Demuestre directamente (sin utilizar la Proposicién 1.2) que un con-

junto numerable tiene medida exterior cero.

1.3. Conjuntos Medibles y la Medida de Lebesgue

La siguiente definicion la formul6 originalmente Carathéodory.

DEFINICION 1.2. Un conjunto E se llama medible si para cada conjunto
A se tiene m*A = m*(ANE) +m*(AN E°).

Para justificar esta definicién, por lo menos debemos comprobar primero
que la coleccién de conjuntos medibles tiene algin tipo de estructura; y
después, que los conjuntos fundamentales son medibles. Estas son las tareas
principales de esta seccion.

OBSERVACIONES. (1) Como A C (AN E)U (AN E°), se tiene que
m*A < m*(AUE)+m*(AUE®). Entonces, para demostrar que un
conjunto es medible, sélo hay que demostrar la otra desigualdad.

(2) La definicién es simétrica y por lo tanto E es medible < E° es
medible.
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(3) Obviamente @ y R son medibles.
LEMA 1.5. Sim*(E) =0, E es medible.

DEMOSTRACION. Si A es un conjunto, ANE C Ey m*(ANE) < m*(E);
o sea m*(AN E) = 0. También se tiene que (AN E¢) C Ay, por lo tanto,
m*A>m*(ANE°) +m*(ANE). O

LEMA 1.6. Si By, Es, ..., E, son medibles, J;_, E, es medible.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrarlo en el caso n = 2, porque el
resultado general se deduce por induccién. Sea A un conjunto. Como FE; es
medible tenemos que m*(ANES) = m* (ANESNE;)+m*(ANESNEY),y
como AN(E1UEs) = (ANE;)U(ANE;NES) se tiene m* (AN (Ey UER)) <
m*(ANEy)+m*(ANELNES). Por lo tanto, se tiene que m*(AN(E1UEy))+
m (AN ESNES) <m*(ANE2) +m* (AN E;1NES)+m*(AN ESNEY) =
m* (AN Ey) + m* (AN ES) = m*A, porque Ey es medible. Las leyes de
DeMorgan dan

m*(AN(EyU E2)) +m* (AN (E1 U Ey)°) <m*A.
]

Una colecciéon no vacia de conjuntos que es cerrada por complementos
y uniones finitas se llama dlgebra de conjuntos o simplemente un dlgebra.
Se tiene que la coleccién de conjuntos medibles 9 es un dlgebra. Una
coleccién no vacia de conjuntos que es cerrada por complementos y uniones
numerables se llama una o-dlgebra. Esta claro que de las leyes de DeMorgan
se deduce que una algebra [o-dlgebra] también es cerrada por intersecciones
finitas [numerables]. También estd claro que cualquier dlgebra o o-dlgebra
contiene a g y R.

LEMA 1.7. Sea A un conjunto y F1, Eo, ..., E, una coleccion de conjun-

tos medibles disjuntos. Se tiene que
=1 i=1

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar el caso n = 2, porque el resul-
tado general se deduce por induccién. Se observa que AN (Fy U Ey) N Ey =
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ANEyy AN(E1UE2)NES = AN E;. Como Ey es medible, se tiene
m* (AN (E1UE2) = m (AN (EyUE)NEy) +
m* (AN (Ey U E2) N ES)
= m"(ANEy)+m*"(ANE,).
([

n n
El el lema si A = R, se tiene que m*(U E;) = Z m* E; cuando {Ej}yzl
i=1 i=1
es una coleccién de conjuntos medibles disjuntos.

TEOREMA 1.1. La coleccion de conjuntos medibles 9 es una o-dlgebra.

DEMOSTRACION. Sea {E,}32, una coleccién de conjuntos medibles.
Definimos Fi = Ey, Fo = Eo N Ff, ..., F, = E, N (UZ'F)°. Se nota
que cada F;, es medible; F, N Fy, =@ sin#m;y U B = UL F; Vn > 1
y n = oco. Entonces es suficiente demostrar que 91 esté cerrada bajo uniones
numerables en el caso cuando los conjuntos son disjuntos.

Sea A un conjunto, F = U2 | E,, v Gy, = U E;. Cada G, es medible
y E¢ C GS. Se tiene que m*A = m*(ANG,)+m*(ANGS) > m*(ANG,)+
m*(AN E°). El Lema 1.7 da m*(ANG,) = i, m*(AN E;). Entonces
m*A >3S0 m*(ANE;) + m*(AN E°). Como esta dltima desigualdad es

o0

cierta para todo n > 1, se tiene que m*A > Zm*(A NE;) +m* (AN E°).
i=1

Teniendo en cuenta la subaditividad (Proposicion 1.2), se tiene que

m*A>m (AN (UL Ey)) + m" (AN E) =m*(ANE)+m* (AN E°).
U

Este ultimo teorema demuestra que la coleccién de conjuntos medibles
M tiene una estructura muy fuerte. Ahora nos dedicaremos a demostrar
que 9 contiene los conjuntos basicos. En particular, demostraremos que
todo abierto esta en 9.

LEMA 1.8. El intervalo (a,00) es medible.

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto. Definimos A3 = AN (a,00) y
A = AN (—o0,a]. Se debe demostrar que m*(A4;) + m*(A4z) < m*(A). Si
m*(A) = oo, no hay nada que demostrar. Se fija ¢ > 0. Existe una coleccién



8 1. LA MEDIDA DE LEBESGUE EN LA RECTA REAL

de intervalos abiertos {I,, }52; talque A C U2 I, y > o2, I(1,) < m*(A)+e.
Se define I} = I, N (a,00) y I?2 = I, N (—o0,a]. I} y I? son intervalos o
estan vacios y I(I,,) = I(I}) + I(I2) = m*I} + m*I2. Como A; C U I},
se tiene que m*(A;) < m*(US,I1) < 3°%°  m*I}! y similarmente m* Ay <
52 m(I2). Entonces m* (Ar)+m*(Az) < S50, m*(IL)+ Y58, m*(12) =

Yoot U(In) < m*(A) +e. Como € es arbitrario, concluimos que m*(A;) +

m*(Az) < m*(A). O
OBSERVACIONES. (1) El intervalo (—oo,a] es medible. Como
(—00,b) = U2 (—00,b — 1), el intervalo (—oo,b) es medible.

Tomando complementos, observamos que [a,00) es medible. El
intervalo (a,b) es medible porque (a,b) = (—o0,b) N (a, c0).

(2) Como todo abierto es una unién numerable de intervalos abiertos,
todo abierto es medible.

(3) La o-dlgebra de Borel es la o-dlgebra que contiene a los conjuntos
abiertos. Todo conjunto de Borel es medible. Es decir (o-algebra
de Borel) C 9.

DEFINICION 1.3. Si E es un conjunto medible, se define la medida de
Lebesgue de E, m(E) = m*(E).

La medida de Lebesgue tiene la desventaja de que no esta definida para
todo conjunto; pero el siguiente teorema nos dice que si satisface la propiedad
de aditividad sobre conjuntos disjuntos.

TEOREMA 1.2. Sea {E,}32, una coleccion numerable de conjuntos
o0

00
medibles disjuntos. Entonces m( U E,) = Z mk,.
n=1 n=1
DEMOSTRACION. Aplicando la observacién posterior Lema 1.7 y sub adi-
tividad, tenemos >, m(E;) = m(U;—, Ei) < m(U,—, En). Como el lado
derecho de la desigualdad es independiente de n, tenemos que m(|Jr—, Ey) >
> > mE,. La otra desigualdad es cierta por sub aditividad. (]

n=1

PROPOSICION 1.9. Sea {E,}°2; una coleccion numerable de conjuntos
medibles.
o0 n
i. m(|J En) = lim m(| ) En).

n—00
n=1 j=1
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1. 51 Enpy1 C E, Vn y mE,, < oo para algin ng, entonces

ﬁE = lim mkFE,.

n—00
n=1

DEMOSTRACION. Primero definimos los conjuntos F,, como en la demos-
tracién del Teorema 1.1.
oo

o oo n
i. Tenemos m(U E;) = m(U F;) = Zm(Fj) = nh_)rgloZm(FJ) =
j=1 j=1 j=1 J=1
n n
S (U £5) = Jig o U
J :
ii. Definimos E = (2, Ey, y suponemos que m(E;) < co. m(E1NE) =

dooamEy =300 m(E, ﬂ En+1) Como E es medible y E C Ej, tenemos

m(E1) = m(E1NE)+m(E; N ES) =m(E)+m(E; N E°). Andlogamente,
tenemos m(Ey,) = m(E,NE,1)+m(E,NEy; ) = m(Ep 1) +m(E,NE; ).
Como todas estas cantidades son finitas, tenemos que m(E1NE) = m(E;)—
m(E) y m(E, N Ey; ) = m(E,) —m(Epy1). Entonces

[e.o]

m(E) — ZmE-ﬂEfﬂ) = Zm (Ej+1)

- JE{;Zm (Ey1)
= m(El) — lim m(E,41).

Como todas estas cantidades también son finitas, concluimos que
m(E) = lim m(E,). O
n—od

EJeEMPLO 1.1. Empezamos con Ey = [0, 1] y eliminamos el tercio abierto
central para obtener Ey = [0,3] U [2,1]. En general, para obtener Ej,
de E, quitamos el tercio abierto central de cada intervalo cerrado que esta

contenido en E,. Por ejemplo, E = [0, $]U[2, ]U[2, Z]U[3, 1]. El conjunto
o0

clasico de Cantor es E = ﬂ E,. Es ficil ver que m(E,) = (%)n De la
n=0
Proposicién previa se deduce que m(E) = 0. Este conjunto es de interés

porque no es numerable y tiene medida de Lebesgue cero.

El siguiente teorema nos dice que un conjunto medible F se puede aproxi-

mar con un abierto mas grande y también con un cerrado mas pequeno.
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0 1/9 2/9 1/3 4/9 5/9 2/3 7/9 8/9 1

Figura 2. Conjunto clasico de Cantor.

TEOREMA 1.3. Sea E un conjunto. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.
1. E es medible.
it. Para cada € > 0, existe un abierto A D FE tal que m*(AN E°) < e.
iti. Para cada € > 0, existe un cerrado F C E tal que m*(FCNE) < e.
w. Fxiste un conjunto G que es la interseccion numerable de abiertos tal
que EC G ym*(GNE°) =0.
v. Fxiste un conjunto F que es union numerable de cerrados tal que
FCEym*(F‘NnE)=0.

DEMOSTRACION. (i.=ii. en el caso en que m*(E) < co) Existen interva-
los {1} tales que E C U2 I, y >0, m*(I,) < m*(E)+e. Como E es
medible, se tiene que m* (U221 I,) = m* (EN(US 1)) +m* (E°N(US 1)) =
m*(E)+m*(E‘N(U,I,,)). Entonces m*(E)+e > > 2, m*(I,) > m*(E)+
m*(ECN(US 1,)). Si G = U2, 1, tenemos m*(G N E°) < e.

(i.=ii.) Se define E,, = EN[—n,n]. E, es medible y tiene medida finita.
Podemos concluir que existen abiertos G, tales que E,, C G,,, m*(G,NE) <
5 v B = U B, C Uy Gy Definimos G = Up2 Gy, m*(G N ES) =
(G N (U Ba)) = m*(G N (M1 ES)) = m* (U2, G) N (M1 BS)) <
m* (U5l (Gn N ER)) < 3250 m*(Ga NER) <300 57 =€

(ii.=iv.) Ejercicio.

(iv.=i.) G es medible y, como m*(G N E°) = 0, G N E° es medible y
E =Gn(GNE°* también lo es.
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(i.=iii.) E° es medible, luego existe un abierto G tal que E¢ C G y
m*(GN(E°)°) < e. Definimos F =G F C Eym*(F°NE) =m*(GNE) =
m*(G N (E°°) < e.

(iii.=v.) Ejercicio.

(v.=1.) F es medible y, como m*(E N F¢) =0, EN F° es medible luego
E = F U (ENF¢) también lo es. O

Ejercicios
3. Demuestre que, si E1 y E5 son medibles, entonces:
m(E1 U Eg) + m(E1 N EQ) =mE, +mEs.

4. ;Es necesaria la condicién “mFE,, < oo para algin ny” en la segunda
parte de la Proposicién 1.97

j—1

k1 k 1
5. Se definen los conjuntos: A; = U (f._.ﬁg’ 7‘4_.73), para cada j > 2
I B LA
o oo
E, = U Aj, para cada n > 2; y finalmente F = ﬂ E,.
g=n n=2

a. Demuestre que m(E) = 0.

b. En lugar de ]% en la definicién de A;, ponemos ¢;. ;Qué condi-
cién se le puede exigir a la sucesion {e;} para que la afimir-
macion de la parte a siga siendo vélida?

6. Demuestre que (ii.=iv.) en el Teorema 1.3.
7. Demuestre que (iii.=v.) en el Teorema 1.3.

8. Si E es medible y m(E) < oo, demuestre que, para cada ¢ > 0,
existe una unién finita de intervalos abiertos U tal que m(UAFE) < e. (La
diferencia simétrica de dos conjuntos Ay B es AAB = (ANB®)U(BNA°).)

9. Sea {FE} };’il una sucesién de conjuntos medibles disjuntos y A C R.
Demuestre que

m* (AN (U5, Ey)) =Y _m* (AN Ey).
j=1
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1.4. Dos Ejemplos

Para terminar de justificar la definicién de conjunto medible es necesario
dar un ejemplo de conjunto no medible, y para justificar la definicién de la

medida de Lebesgue es necesario dar un ejemplo de una coleccién numera-

o0
ble de conjuntos {E;} tal que E; N E; = & cuando i # j y m*(U E;) <

i=1
i=1

Trabajamos en el intervalo [0,1). Si z,y € [0,1), definimos = ~ y si
x—y € Q. Esta es una relacién de equivalencia y por la tanto divide a [0, 1)
en clases de equivalencia. Utilizando el Axioma de Eleccién, escogemos un
representante de cada clase de equivalencia.® Consideramos el conjunto F
de representantes y suponemos que este conjunto es medible. Sea {r;}7°;
una enumeracién de los racionales. Para cada i € N, (r; + E) mod 1 es
una “translacién rigida” del conjunto E'y, por lo tanto (E + r;), es medible
y m(E 4+ r;) = m(E). También (E + ;) N (E +r;) = @, si i # j; porque,
six+ 1 =y-+rj, entonces que x —y = r; —1; € Q y en este caso x,y
estan en la misma clase de equivalencia y esto contradice la definicién de

oo
E. También es obvio que U(E +7;) = [0,1). Por lo tanto tenemos (como

i=1
estamos suponiendo que E es medible) que

m(JE+r) =" m(E+r)=1.
=1 =1

Esto es imposible porque m(E + r;) = mE Vi, y por lo tanto > .2, m(E +
1) = >0y mE = 00 oo. Esta contradiccién demuestra que E no es medible.
Esta construccion también sirve para nuestro segundo ejemplo. Sea E; =

o
E+r;. Ya comentamos que U E; =10,1) y por sub aditividad (Proposicién

i=1
1.2) se tiene

1=m*[0,1) =m*(|JE:) <) _m*(E) =) _ m*(E).
=1 =1 =1

3La construccién de los dos ejemplos de esta seccién sin el Axioma de Eleccién sera

muy dificil.
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Esta desigualdad nos dice que m*E # 0 (el valor de m*(E) no esté claro),
y tenemos y >, m*E = oco. Por lo tanto

oo o0
m*(U E;) < Zm*EZ
i=1 i=1

1.5. Funciones Medibles

PROPOSICION 1.10. Sea f : D — R U {£oo} una funcidn con dominio
medible. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i. Para cada o € R, el conjunto {x : f(x) > a} es medible.
: f(x) > a} es medible.
iti. Para cada o € R, el conjunto {x : f(x) < a} es medible.
f(x) < a} es medible.

it. Para cada o € R, el conjunto {x :

. Para cada o € R, el conjunto {z :

DEMOSTRACION. (i.=iv.) {z : f(z) < a} = D n{x : f(x) > a}.
Andlogamente, (iv.=i.) y (ii.=iii.).

<i:»ﬁ> fo: f@) 2 a} =y {o: f(@) > a— 11,

(il.=i) {z: fx) >a} = {z: flz) > a+ L1} O

DEFINICION 1.4. Una funcién f : © — R U {£oo} es medible si D es
medible y si f satisface una de las condiciones de la Proposicién 1.10.

PROPOSICION 1.11. Si f es medible, se tiene que

i. Para cada oo € R, {x: f(z) = a} es medible.

i1. Los conjuntos {x : f(x) = oo} y {z: f(x) = —o0} son medibles.
iti. Para cada intervalo I, {x: f(x) € I} es medible.
iv. Para cada abierto A, {x : f(x) € A} es medible.

v. Para cada conjunto Borel E, {x: f(z) € E} es medible.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O
; , , 1 z€el

PROPOSICION 1.12. i. Para cada intervalo I, x,(x) =
0 z&1

es medible.
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1. Toda funcion continua es medible.

DEMOSTRACION. (i.) Ejercicio.

(ii.) Sea f una funcién continua con dominio medible. Para cualquier
a € R, el conjunto {x : f(x) > a} = f~!(a,00) es abierto (bajo una
funcién continua, la antimagen de un abierto es un abierto), y por lo tanto
es medible. 0

TEOREMA 1.4. Sea c € R y sean f y g dos funciones medibles reales con
el mismo dominio. Las funciones f +c¢, cf, f+9,f—g, y fg son medibles.

DEMOSTRACION. (f+4¢): {z: f(x)+c<a}={x: f(z) <a—c}.

goR sic=0

(cf{z cf(z) <a} =< {z: fz) <2} sic>0

{z: f(x) > 2} sic<O.

(f+9): Sif(z)+g(x) <a, f(r) < a—g(z) y existe un racional r tal
que f(z) <r<a-—g(x);osea f(x) <ry g(r) < a—r. Recorriendo todos
los niimeros racionales con esta propiedad {z : f(z) + g(z) < a} =, ({=:
f@) <rin{z:g(z) <a—r}).

(fo): Sia >0 {z: f2(x) > a} = {z: f(z) > Va} Uiz : f(z) <

—va} ysia <0, {z: f(r) > a} = D. Entonces f2 es medible y fg =
(f+9)22—f2—92 ' O

TEOREMA 1.5. Sea {fn,} una sucesion de funciones medibles con el
mismo dominio. Las funciones sup{fi,..., fn}, inf{f1,..., fn}, sup, fn,

inf,, f,, limsup f, y liminf f,, son medibles.

DEMOSTRACION. (f(z) = sup{fi,...,fa}) {z: f(z) > o} = UL {2z :
fi(x) > a}. Andlogamente para sup,, fp-

(f&) = wf{fi,oo s fud) {2 2 (@) > a} = Myfe : file) > a}.
Andlogamente para inf,, f,.

(limsup f,) limsupf, = inf,>1supy>, fn. Andlogamente para
liminf f,. O

DEFINICION 1.5. Se dice que una propiedad es cierta para casi todo x si
es cierta excepto tal vez en un conjunto de medida 0.
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1 z irracional;
EJEMPLO 1.2. Sean f(z) = 1y g(x) = Entonces

0 x racional.

f(x) = g(x) para casi todo z.

EJeEMPLO 1.3. Supongamos que {f,} es una sucesién de funciones. Si
existe un conjunto E de medida 0 tal que lim f,(x) = f(z) para todo
n—oo

x € E° se dice que f, — f para casi todo z.

La siguiente proposicién nos dice que una funcién medible se aproxima

con funciones bien conocidas.

PROPOSICION 1.13. Sea f una funcién medible definida en el intervalo
[a,b] tal que m{x : f(x) = £oo} = 0. Para cada € > 0, ezisten una funcion
continua h y una funcion escalonada g tales que

[f(z) —g(@)| <e y |f(x) —h(z)] <e
excepto en un conjunto de medida < €.

DEMOSTRACION. Es facil ver que, si g es una funcién escalonada, existe
una funcién continua f tal que |f(z) — g(x)| < € excepto en un conjunto de
medida < e. También es facil ver que, si m < g < M, se puede escoger h
con la misma propiedad. Por lo tanto, es suficiente demostrar la parte del
teorema que trata con la funcién escalonada g.

Primero reducimos el problema a cuando f estd acotada. Para cada
ndimero natural n, se define E,, = {z : |f(z)| > n}. Ei C [a,b], Eny1 C Ep,
y{z: f(x) = £oo} = ,2; En. Setiene que m(\,_; En) = limy, .o Ey, por
la Proposicion 1.9. Entonces N tal que Vn > N, mE, < €. Esto implica
que m{z : |f(z)| > N} < ¢, de lo cual se deduce que |f(z)| < N excepto en
un conjunto de medida e.

Sea el conjunto E = {x : |f(z)| < M}. Se divide el intervalo [—M, M]
en intervalos de tamano < ¢; es decir, [-M, M| = Ufil I, con m(l;) < e,
y sea y; el punto medio de I;. Consideremos E; = {z : f(x) € Li} y

N 1 ze€FEj; .
definamos ¢(z) = Zyi Xp. () donde x, () = Se tiene que
i=1 ! ! 0 X g EZ
|f(z) —p(z)| <eVzeE.
Una de las consecuencias del Teorema 1.3 es que existe una union finita

de intervalos (finitos) {I,m} ", tales que m(EnA(Un]\fil Inm)> < 5.
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Se define ¥y, (x Z Yi Xlnm . Y, es una funcién escalonada tal que
Un(x) = <p( ) para todo x € E, excepto en un conjunto de medida <%
Luego Z ¥ (x) también es una funcién escalonada tal que p(x Z U (x
excepto en un conJunto de medida . Finalmente, por la de81gualdad trian-
gular, ‘ f(z) — Z Un (x)| < € excepto en un conjunto de medida 2. Por la

construccién es obvio que, si m < f(x) < M, la funcién escalonada también
tiene la misma propiedad. O

DEFINICION 1.6. Una funcién ¢ se llama simple si su imagen consiste en
un numero finito de puntos. Si aq,...,a, son los puntos distintos de 0 en

la imagen de ¢, y si 4; = {x : () = a;}, se tiene que ¢(z ZO‘Z Xa, (

y se dice que es la representacion candnica de p. (Mire la Flgura 3.)

A A AA

Ficura 3. Conjunto A; en representaciéon canénica de la
funcién simple ¢.

OBSERVACIONES. Si ¢ y % son dos funciones simples y ¢ € R:

(1) ¢+, ¥, ¢ =1,y cp son simples.
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(2) Xan = XaXp> Xavs = Xa T Xg = Xans = Xa T X — XaXp:
y XAC =1- XA‘

Finalmente en esta secciéon demostramos el Teorema de Egérov (1913).

TEOREMA 1.6. Suponemos que una sucesion de funciones medibles { f,,}
converge hacia f para casi todo x € F, un conjunto medible de medida finita.
(Es decir, para casi todo x € E, la sucesion de nimeros reales {fn(z)} —
f(x).) Entonces, para cualquier § > 0, existe un conjunto medible Es C E
tal que

i. m(Es) > m(E) —6; o sea, m(E N EY§) <4,

it. la sucesion {fn(x)} converge hacia f(x) uniformemente en el con-

Junto Es.

DEMOSTRACION. Es claro que la funcién f es medible. Se define

B = (o i)~ @) < -

>n
(Para m y n fijos, E" es el conjunto de todos los puntos x para los cuales
|fi(w) — f(x)] < L, Vi > n.) Se define A,, = |J°, E™. Est4 claro que

m’
E" C E* C ---, y utilizando el Proposicién 1.9 se tiene que mA,, =

lim,, oo mE)". Por lo tanto, existe ng(m) tal que mE;’(l)( > mA,, — 2% y

m)

)¢) < o%. Tomemos E; = (\5_, E™, . Para

se tiene que m(A,, N (EZ(L)(m) no(m)

cada = € Es, |fi(z) — f(z)| < L cuando i > no(m).

Para estimar el tamano de Ejs observamos que, si zg € E N AS,, existen
valores de i tan grandes como se quiera para los cuales | f;(xo) — f(zo)| > £
Es decir, la sucesién {f,(zo)} no converge a f(xg). Por hipétesis, m(E N
AS)) =0, luego m(E N (E;’é(m))c) =m(A, N (E::Z)(m))c) < 2%.

Finalmente, m(E N Ef§) = m(Eﬂ(ﬂan:l Zé(m))c> = m( ) (En
m=1
oo oo 5
(Bm))) < S m(EN(En)) <> o =0 O

m=1 m=1

Ejercicios

10. Demuestre la Proposicion 1.11.
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11. Demuestre (i.) de la Proposicién 1.12.

12. Supongamos que f: D — RU {£o0} es una funcién con dominio
medible y que {z : f(z) > a} es medible para cada o € Q. Demuestre que
f es medible.

13. Demuestre que, si f es una funcién medible y f = g para casi todo

x, entonces g es medible.

14. Sea c € R y sean f, g funciones medibles tales que

m({z: f(z),9(z) = {+oo}}) = 0.
Demuestre que las funciones f +¢, cf, f+g, f—g,y fg son medibles. (Se

advierte que parte de este problema es definir cantidades como oo - 00, ¢ -

00, 00 — 00, etc.)

15. Dé un ejemplo para demostrar que la condiciéon “un conjunto de
medida finita,” es necesaria en el Teorema 1.6.



Capitulo 2

La Integral de Lebesgue

2.1. Repaso de la Integral de Riemann

Sea f : [a,b] — R una funcién acotaday a = xg < 21 < -+ <z, = b
una particién de [a, b]. Definimos

n

S = Z(xz — xz—l)Mz(f) y §= Z(wz - xi—l)mi(f)7
=1

i=1
donde M;(f) = sup{f(z) : = € [xi—1,z]} v mi(f) = inf{f(z) : = €

[zi—1, %]}

DEFINICION 2.1. La integral superior de Riemann de f en [a, b] es

R/bf(ac)dac:infS,

donde el infimo se calcula tomando todas las posibles particiones de [a, b].
Anéloga- mente, la integral inferior de Riemann de f en [a,b] es

b
& [ fa)do=sups
a
donde el supremo se calcula tomando todas las posibles particiones de [a, b].

Se observa que la integral superior de f siempre es mayor o igual que la

integral inferior.

DEFINICION 2.2, Si Efff(a:) dr = Rf;f(:c) dz, se dice que f es
integrable en el sentido de Riemann, y se representa este valor comun por
b
R[] f(x)dz.

0 z¢@Q;

EJeEMPLO 2.1. Consideramos la funcién f(z) = Como hay
1 z€Q.

muchos maés irracionales que racionales, queremos que la integral de esta

funcién sobre cualquier intervalo sea 0. Pero se tiene que R f; f(x)dx =b—a

19
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y R f; f(z)dz = 0. Por tanto, esta funcién no es integrable en el sentido
de Riemann. Este ejemplo simple demuestra una de las deficiencias de la
integral de Riemann.

Antes de proceder con el desarrollo de la integral de Lebesgue, repasamos
otra manera en la cual se pueden definir las integrales superiores e inferiores
de una funcién acotada. Si ¢(x) es una funcién escalonada, tal que p(z) =
¢i en x;—1 < x < z; para alguna subdivisién de [a,b], se tiene que ¢ es

n
integrable en el sentido de Riemann y R/b o(z)dr = ch(xl — Ti—1).
a -
Ahora se nota que =
b b b b
R/ f(m)da::inf/ o(r)dr y R/ f(a:)dx:sup/ o(z) dz,
a a a a
donde el infimo se toma entre todas las funciones escalonadas tal que p(z) >
f(x) y el supremo se toma entre todas las funciones escalonadas tal que
o(z) < f(x). Esta idea serd la central cuando definamos la integral de
Lebesgue pero no utilizaremos funciones escalonadas sino funciones simples.

2.2. La Integral Sobre un Conjunto de Medida Finita

En esta seccién, consideraremos el caso en que la funcién esta acotada
y la regién de integracién es de medida finita. La idea fundamental en el
desarrollo de la integral de Riemann es la particién del dominio de la funcién.
La idea fundamental de la integral de Lebesgue de una funcion acotada es
la particion del recorrido de la funcién.

DEFINICION 2.3. Si ¢ es una funcién simple que se anula fuera de un
conjunto de medida finita y tiene representacién canénica ¢ = Y " | a;x A,
(es decir ¢(z) = a; en A;), se define [ p(z)dx = > 1", a;mA;. (Abreviamos
J ¢.) Si E es un conjunto medible, definimos [, ¢ = [ ¢ x,.

En general, no todas funciones simples estdn expresadas en represen-
tacién canénica. Los siguientes dos resultados se dedican a la solucién de la
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dificultad que ocurre cuando una funcién simple no esta expresada en forma

canonica.

LEMA 2.1. Sea {E;}! | una coleccion de conjuntos medibles, disjuntos,
y de medida finita. Si o =37 ajx,, , entonces Jo=>"1a;mE;.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

PROPOSICION 2.2. Sean o, funciones simples que se anulan excepto
en un conjunto de medida finita y a,b € R. Se tiene que
i. [(ap+bp)=a[p+b[1.
. Si @ > para casi todo z, [ ¢ > [1.
ii. i =3 aixg, ymGi < oo, [¢=>37" a;mG.

DEMOSTRACION. (i.) Sean ¢ = > aiXg, ¥ ¥ = biX, las representa-
ciones candnicas de ¢ y ¢ y sean Ey y Fy los conjuntos donde ¢ y 9 se
anulan, respectivamente. Se forman los conjuntos A4; ; = E; N F; para todo
1,7. U” A;j es una unién disjunta de conjuntos medibles y tenemos las

representaciones
¢ = E :az',jXAi,j y ¢= E :bz‘,jXAijv
i,3 2%

Por lo tanto, ap + by = 3, ;(aaij + bbij) x4, - Por el lema:

/ago + bw = Z(aam + bb@j) mAZ‘J' =a Z Q4.5 mA,‘J +b Z biyj mAm’

,j 1,J %,J
= a/cp—kb/zﬁ.

(ii.) [o— [¢ = [(¢—1) >0 porque ¢ — 1 > 0 para casi todo z.
(iii.) Si i = aixg,, J@i = aimGi. ¢ = 371 iy, por lo tanto,

Jo=[Yiivi=20 [ei=2 aimGi. O

Entre otras cosas, el siguiente teorema demuestra que es posible definir
la integral de una funcién medible acotada utilizando funciones simples en
una manera analoga a la definicién de la integral de Riemann con funciones
escalonadas.
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TEOREMA 2.1. Sea f : E — R wuna funcion acotada definida en un
conjunto con medida finita E. Para que
inf [ ¢(x)dr = sup/ x)dzx,
ot [ v e =sw [ o
es necesario y suficiente que f sea medible.
DEMOSTRACION. Supongamos que |f| < M y que f es medible. Lo
siguiente es lo mas importante en el desarrollo de la integral de Lebesgue: Se

divide el recorrido de f en 2n partes y, utilizando esta subdivisién, dividimos

al conjunto E:

k—1 k
Ey={x:——M< f(z) <=M}, -n<k<n.
n n

Sl=

[T
—

Ficura 1. Ejemplo de uno de los Fj que divide a FE.

Cada Ej es medible. Las funciones simples definidas por

n

Ual) = Y %MxEk y en(z)= ) k_lMXEk

n
k=—n k=—n

satisfacen ¢, (z) < f(z) < ¥y (z). Se tiene que

. "k
it /E vy < | nla)de = 3 M,y



2.2. LA INTEGRAL SOBRE UN CONJUNTO DE MEDIDA FINITA 23

n

sup/Egp(:c)dxz/gon(a:)dx: S P v

n
e<f E k=—n

Por lo tanto

0 < inf/ IL‘dZL‘—Su/ x)dx
inf Ew) SOSE} E«P()
"k k-1 M
< —MmE, — MmE, = —mkE.
B k;nn B k;n n B nm

Sin — oo, esta ultima cantidad converge a cero.

Supongamos ahora que inf / Y(x)dxr = sup / o(z)dz. Para cada
<y JE f2eJE

n existen funciones simples ¢, y ¥, tal que p,(z) < f(z) < Y,(z) y
Jgn(x)de — [ on(x) de < % Las funciones ¢y = inf ¢y, y psup = sup ¢y,
son medibles y Yins > f > @sup. El conjunto F' = {z : pgup(x) < Yint(z)}
es la unién de los conjuntos Fj, = {2 : pgup(z) < tinr(z) — £}. Para cada
n,k, Fr, C {x : pn(z) < Yn(z) — %}, y la manera en la que escogimos 1,
y n garantiza que este ultimo conjunto tiene medida < % Como n es
arbitrario, mFj = 0; y por lo tanto, mF = 0. O sea, Yinf = Ysup €xcepto
(posiblemente) en un conjunto de medida cero. Como @g,p es medible, f

también lo es por el Problema 13 del Capitulo 1. O

DEFINICION 2.4. Si f: E — R es una funcién medible acotada definida
en un conjunto con medida finita F, se define la integral de Lebesgue de f

/Ef(ﬂf)dfﬂzliréff/Ezb(x)dx,

donde el infimo se calcula entre todas las funciones simples ¢» > f. (A

sobre E por

causa de la equivalencia demostrada en el Teorema 2.1, esta cantidad iguala

sup / o(z)dz.)

e<f
NOTACION. Si E = [a, b], se escribe f; f(z)dz. Si f =0en E seescribe

J f(z)dx. (Por lo tanto notamos que fE f=[1fxg)

PROPOSICION 2.3. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Si f es
integrable en el sentido de Riemann, entonces f es medible y Rf; f(x)dx =

f; f(x)de.
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DEMOSTRACION. Como toda funcién escalonada también es simple, se
tiene que

R/abf(x)dxg sup/abgo(a:)dx§1/ijrgc/abw(x)dx§R/abf(x)dx.

e<f
Como f es integrable en el sentido de Riemann, las desigualdades son igual-

dades y f es medible por el Teorema 2.1. ([

PROPOSICION 2.4. Sea E un conjunto de medida finita, a,b € R, y
f,9: E — R funciones medibles y acotadas.
i. [plaf+bg)=a [z f+Db[gg.
i. Si f =g para casi todo x € E, entonces [, f = [pg.
1. Si f < g para casi todo x € E, entonces fEf < fE g. Por lo tanto

| [e I < [plf]-
w. Si A, B C E son medibles y disjuntos, entonces fAuB = [ f+[s]

DEMOSTRACION. (i.) Primero demostraremos que [paf = a [ f. Si
a = 0, no hay nada que demostrar. Si a # 0, se observa que @ es una

funcién simple si y sélo si ay) es una funcién simple.

/af= sup/so
E p<afJE

sup1,r [pp = swy<y [pav = aswycy [p =a [pf a>0;
supiwszEg0:sup¢2ffan =ainfy>y [p¥=a [z f a<O.

Ahora demostraremos que [,(f +9) = [ f+ [z g- Si¢1, 2 son funciones
simples tales que ¢1 < fy 2 < g, 1 + @2 es una funcién simple < f + g.
Por lo tanto, fE f+g> fE(s01 +p2) = fE »1 +fE 3. El supremo del segundo
miembro de la igualdad es [, f+ [pg. Osea, [ f+9> [ f+ [pg La
otra desigualdad se demuestra de una manera anéloga.

(ii.) Como f — g = 0 para casi todo z € E, si ¢ > f — g es una
funcién simple, entonces ¢ > 0 para casi todo z € E'y || g ¥ = 0. Tenemos

/ f—g= inf @ > 0. La otra desigualdad se demuestra de manera
E v>f-9JE
analoga.

(iii.) Se demuestra de manera idéntica al (ii.).

(iV-) fAUBf:ffXAuB :ff<XA+XB):ffXA+ffXB :fAf+
fo- ([l
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La siguiente proposicién servird como un lema para demostrar y es
un caso especial del famoso “Teorema de la Convergencia Dominada de
Lebesgue.”

PROPOSICION 2.5 (Convergencia Acotada). Sea {f,} una sucesidn de
funciones medibles definidas en un conjunto de medida finita E. Suponga-
mos que |fn(x)| < M Vn, Yz € E, y que eziste para cada x € E la funcién

limite f(x) = lim, o fn(x). Entonces

[ s=1m [ 5.

(Es decir, que podemos intercambiar el limite y la integral: lime fn =

Jplim f,.)

DEMOSTRACION. La proposicién es facil si f,, — f uniformemente. Fi-
jamos € > 0. Utilizando el Teorema de Egérov podemos encontrar N y un
conjunto medible A C F tal que mA < g,y tal que Vn > N, |fn(z)— f(x)] <
e, Vo € A°N E. Se tiene

=[] =| [t=n]< [1ta=r1= [ =1+ [ 15-1

<2MmA+em(ENAS) <2Me+emE = (2M +mkE)e, ¥Yn > N.

Ejercicios
1. Demuestre el Lema 2.1.

2. Encuentre un ejemplo que demuestre que el hipdtesis “|f,,(z)| <

M,¥n,Vx € E 7 es necesario en la Proposicion 2.5.

3. De un ejemplo de una sucesién de funciones medibles { f,,} definidas
en [0,1], tal que f, converge a 0 punctualmente y [ f,dm = 1 Vn. ;Qué
propiedad tienen que tener las funciones f, en tal ejemplo?
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2.3. La Integral de una Funcién No Negativa

Consideremos ahora el caso en que la funcién es no negativa pero no

necesariamente acotada.

DEFINICION 2.5. Sea f una funcién medible no negativa definida en un
conjunto medible F, se define

Jr=sm o

donde el supremo se calcula entre todas las funciones g que son medibles,
acotadas, y que se anulan fuera de un conjunto de medida finita.

OBSERVACIONES. Se observa que, si f es acotada y mE < oo, esta
definicién es equivalente a la anterior porque, si g < f, [ g9 < J gl y

por lo tanto Sup/ g < /f. Si f = g, se tiene que ng = fE f, luego
9<fJE E

sup/gz/f
g<fJE E

PROPOSICION 2.6. Supongamos que f,g son funciones medibles no ne-
gativas y E un conjunto medible:
i. [gef=cfgf, sic>0.
1. fEf—i—g = fEf—i—ng. Por lo tanto, si AN B = &, fAme =
Jaf+Jpf

ii. Si f < g para casi todo x, entonces [ f < [.g.

DEMOSTRACION. (i.) /cf = sup / h = sup/ ck = csup/ k=
E h<cf JE k<fJE k<fJE
/ .

)Sih<fyk<g h+k<f+g,ysetiene [ f+ [pg< [pf+g.

Para obtener la otra desigualdad, supongamos que [ es una funcién acotada
que se anula fuera de un conjunto de medida finita y tal que | < f 4 g. Se
define h(x) = min{f(x),l(x)} y k(z) = I(z) — h(x). Se tiene que h(zx) < f(z)
k(x) < f(z)+g(z) — f(z) = g(x). h y k son funciones medibles acotadas
que se anulan fuera de un conjunto de medida finita. fEl = fE h + fE k<
/ gf+ i) g 9- Tomando supremos utilizando todas las funciones I, se tiene

/f+g—sup/l§/f+/g
E I<f+gJE E FE
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(iii.)/f:sup hgsup/h:/g. O

E h<fJE h<g JE E

OBSERVACIONES. (1) Cuando f > 0, f = 0 para casi todo x € F
siysélosi [pf=0.

(2) Sim(E) =0, [pf=0.

TEOREMA 2.2 (Lema de Fatou). Sea {f,} una sucesion de funciones

medibles no negativas tal que fn(x) — f(x) (convergencia puntual) para
casi todo x € /. Se tiene

/Efghmmf/Efn.

(Es decir, [plim f, <liminf [ f,.)

DEMOSTRACION. Si A C FE es un subconjunto de E tal que m(ENA€) =
0, entonces [, f = [ f,y [4fn = g [n- Entonces podemos suponer que
fu(z) — f(x), Vo € E.

Sea g una funcién medible acotada que es cero fuera de un conjunto de
medida finita E’ tal que g < f. Se define g, (z) = min{g(z), f»(z)}. Se tiene
que g, estd acotada por la misma cota que g y es cero fuera de E’. Se tiene
que gn(z) — g(x) para cada € E’. Aplicando la Proposicién 2.5, podemos

/92/ g=lm [ gy
E E’ E’

El miembro derecho de esta igualdad también iguala lim | 5 9ns Y, DOT Su

concluir que

existencia, también iguala liminf [}, g,. Finalmente g, (z) < fu(z),Vz € E,

y por lo tanto [ gn < [ fn, y liminf [, g, < liminf [ f,. O sea [, g <
lim inf f i Jn- Tomando el supremo sobre g se tiene f pf <liminf f pfo O

TEOREMA 2.3 (Convergencia Monétona). Sea {fn} una sucesion cre-
ciente de funciones medibles no negativas definidas en un conjunto medible
E, y sea f =1lim f, la funcion limite. Se tiene que

/Eleim/Efn.

DEMOSTRACION. El Lema de Fatou da [, f < liminf [, f,. Para cada
n, se tiene f, < fy por lo tanto [, fn < [ f- Esto implica limsup [, fn <

fEf' O
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DEFINICION 2.6. Una funcién medible no negativa se dice que es
integrable sobre el conjunto medible E si fE f < o00.Si EF =R la llamamos
simplemente integrable.

Se observa que, si f > 0 es integrable, m{x : f(z) = oo} = 0.

COROLARIO 2.7. Si f es integrable y F(x) = / f, entonces F es

continua.

DEMOSTRACION. Fijamos g € R, y demostremos que
lim,, o0 F'(z9 — %) = F(xg) y lim, o0 F(xg + %) = F(xp). Como f es
no decreciente, esto es suficiente para demostrar continuidad. Primero

se define f, = fx 1)

fy Vz e (— oo ,20);5 Y, por el Teorema de Convergencia Mondtona, se tiene

La sucesién {f,} es creciente y converge a

que lim fn = f. O sea, F(zq) = limy, oo F(zg — £). Para obtener

n—
OO_Oo

el otro limite, observamos que f f= f f- f f, Vx € R. Definimos
Jn =X, 010
o+ 55,00

Por el Teorema 2.3, se tiene que lim fn = lim f / f. Esto
n—oo o

. La sucesién { f, } es creciente y converge a f, Va € (z9,0).
n—oo
implica que lim,, o F(00) — F(zg + %) = F(c0) — F(xo)

COROLARIO 2.8. Sea {un} una sucesion de funciones medibles no nega-

tivas y f =Y o0 up. Se tiene que [ f =021 [uy.
DEMOSTRACION. Ejercicio. O

COROLARIO 2.9. Sea f una funcidon medible no negativa y {F;} una
sucesion de conjuntos medibles disjuntos. Entonces qu, f= ZfE f

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EJEMPLO 2.2. Si f es una funcién no negativa, se define una funci(’)n cuyo
dominio es la coleccién de conjuntos Borel p: B — RT U {0}, u(E) = [ f
Aplicando el corolario, para una coleccién {E;} C B de conjuntos d1s3untos

p(UE;) = /UEifZ/RfXUg,.Z/RfZXEi

_ /RfoEiZZ/foEfZ/Eif:ZM(EZ)
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Luego vemos que esta funciéon p satisface la condicién de aditividad so-
bre conjuntos disjuntos. Veremos que ésta es una manera de definir una
“medida.”

PROPOSICION 2.10. Sean f,g funciones medibles no negativas. Si f
es integrable sobre E y g(x) < f(x),Yx € E,g también es integrable y

fE(f_g) = fEf_ng'

DEMOSTRACION. Escribimos f = (f — g) + ¢ y las funciones del lado
derecho son no negativas, luego fE f= fE(f —9g) + ng. Como el primer
miembro es finito, las dos integrales del segundo miembro también lo son. [J

PROPOSICION 2.11. Sea f una funcién no negativa e integrable sobre
un conjunto E. Para cada € > 0, 36 > 0 tal que para todo A C E con
m(A) < 6, se tiene que [, f <e.

DEMOSTRACION. Si f estd acotada, el problema es trivial. Se define

flx) st f(z) <n;

n si f(x) > n.

fa(z) =

Cada f, estd acotada y f, — f puntualmente. El Teorema de Convergencia
Monétona garantiza la existencia de N tal que [, fxv > [pf — 5 [5(f —
Jn) < §. Escojamos 6 < 55 : si m(A4) < 4, se tiene

/Af = A(f—fN)+AfN</E(f—fN)+[4fN<;+NmA

€ €
SN
< 2—|—

ON = €.

Ejercicios

4. Sea f una funcién medible no negativa.
a. Construya una sucesiéon de funciones simples {p,} tal que la

sucesion sea no negativa, creciente, que cada funcién se anule
fuera de un conjunto de medida finita, y f = lim ¢,.

b. Demuestre que [ f = sup f i, donde el supremo se calcula entre
las funciones simples ¢ < f.



30 2. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

5. Dé un ejemplo donde la desigualdad del Lema de Fatou sea estricta.

6. Dé un ejemplo que demuestre que el Teorema de Convergencia

Monoétona no es cierto para una sucesién decreciente.

7. Demuestre que, si f >0y m({z: f(z) = c0}) > 0, entonces f no es
integrable.

8. Demuestre el Corolario 2.8.

9. Demuestre el Corolario 2.9.

2.4. La Integral General de Lebesgue

La idea de la definicién general es tratar lo que ya hemos desarrollado

para funciones no negativas.

DEFINICION 2.7. Sea f una funcién medible, se define f*(z) =

max{f(),0} y £~ (2) = max{—f(x),0}.

A

FIGURA 2. Gréficasde f, fTy f~.

OBSERVACIONES. (1) f*y f~ son funciones medibles no negativas.

(2) flz)=f"(x) = [ (2).
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(3) [f (@) = f*(2) + f~(2).

DEFINICION 2.8. Una funcién medible se llama, integrable sobre un con-

junto medible E si fT y f~ son integrables sobre F, y se escribe / f=
E

Jor )

Se observa que f es integrable si y s6lo si |f| es integrable.

PROPOSICION 2.12. Sean f,g funciones integrables sobre E y ¢ € R.
Entonces:
1. La funcion cf es integrable sobre E y fE cf = cfE f
i. La funcion f + g es integrable sobre E y [(f+9) = [z f+ [ 9
wi. Si f < g para casi todo x € E,entonces [, f < [pg.
w. Si A, B son conjuntos disjuntos contenidos en E, entonces fAuB f=

fAf+fo

DEMOSTRACION. (i.) Sic >0, ¢f = cf™ —cf™; y, por la Proposicién
2.6, [pefT =c g fTy [pef” =c [y f~. También se observa que todas
estas cantidades son finitas. Estas dos observaciones establecen el resultado

en el caso en que ¢ > 0. Sic <0, (¢cf)T = —cf, (¢f)” = —cfT,ycf =
—cf~—(—cf™). Aplicando la Proposicién 2.6, tenemos [ —cf~ = —c [ f~
y Jp—cft = —c[5 fT. Otra vez se observa que todas estas integrales son

finitas y, por lo tanto, cf es integrable. Entonces [pcf = [p(—cf™) —
Je(=cfN)=—clpf +cfgfT=clpf

(ii.) Si hy, he son funciones integrables no negativas y h = hy — ho,
tenemos que h™ + hy = h™ + hy. Por la Proposicién 2.6,

/h++/h2:/h+/h1:>/h:/h1—/h2.
E E E E E E E

Si f y g son integrables, también lo son f*+g¢" y f~+g~;y como (f+g) =

(fT+g¢") = (f~ +g), utilizamos la observacién anterior para obtener
[+ = [ur+san-[u +9)
E E E

Jor e = e e

(iil.) [z(9 — f) = 0y, por la parte (ii.), [pg > [ f-
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(iv') fAuBf = fE'fXAUB = fEf(XA +XB) = fEfXA+fEfXB =
fAf+fEf- ([

TEOREMA 2.4 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue).
Sea g una funcién integrable sobre E y {f,} una sucesion de funciones
medibles tal que lim,_. fn(z) = f(z) para casi todo x € E, y tal que
|fn(x)| < g(x) para casi todo x € E. Entonces

[r=tm [ 5.

(O sea/Elimfn:lim/Efn.)

DEMOSTRACION. La funcién g — f, es no negativa y aplicando el Lema
de Fatou, se tiene

J o= 1) <timint [ (5= 1)

Como |f| < gy g es integrable, f también lo es. Por lo tanto la desigualdad

anterior se puede transformar en

/Eg—/EfS/Eg—limsup/Efn-

O sea, [ f > limsup [ fn. También [L(g + f) < liminf [,(g + fn). Esto
implica que [ f < liminf [}, f,. O

COROLARIO 2.13. Supongamos que {fn} es una sucesion de funciones
integrables tal que Y [ |fn| < 0o. Entonces Y f, converge para casi todo x

a una funcion integrable y [> fo =>" [ fu.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.8, [ > |fn| = > [|fal; v, por lo
tanto, Y |fn| es integrable. Entonces > |f.(x)| < oo para casi todo =z,
<

y se tiene que ) f, converge para casi todo z. También ’Egzl fn

Zi\;l Ifnl < 3002 [fnl, luego podemos aplicar el Teorema de la Conver-
gencia Dominada a Fy = Zﬁle fncon g =73, 1fnl|. Se tiene que

N N > -
Jim FNlegnoo/;fn=1&Ellm;/f":,;/f":/;f"'
O

Finalmente definimos la integral de una funcién compleja.
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DEFINICION 2.9. Sea f : R — C una funcién compleja tal que f = f.+if;
donde f;, f; son funciones reales. (Se observa que esta representacién es
unica.) La funcién f es integrable sobre un conjunto medible E si f. y f;
son integrables sobre F, y se define

/EfZ/EfrJri/Efi-

OBSERVACIONES. D) 1fl = V12 + 152 < 1 fel+ 1fil < 2|f]. Por

lo tanto, f es integrable si y sélo si | f| es integrable.

(2) Utilizando los resultados y técnicas desarrolladas hasta ahora; se
puede demostrar que el conjunto de funciones complejas que son
integrables tiene estructura de espacio vectorial complejo y que la
integral de Lebesgue es una funcional lineal en este espacio.

(3) Con las modificaciones adecuadas, los resultados de esta seccién

siguen siendo ciertos para funciones complejas.

Ejercicios
10. Se define f : [1,00) — R:

L size[n,n+1) cuando n es impar;
f( ) n [ Y p )
€Tr) =

=L siz €[n,n+1) cuando n es par.
JExiste [ f7

11. a. Demuestre que f es integrable sobre un conjunto medible E si
y s6lo si | f| es integrable sobre E.

b. Demuestre que si f es integrable sobre E, entonces | [ gfl <
Jplfl1

12. Sea f una funcién integrable sobre un conjunto medible FE

ye>0.
a. Demuestre que existe una funcién simple ¢ tal que [5, |f—¢p| < e.

(Aplique el Problema 4.)

b. Demuestre que existe una funciéon escalonada ¢ tal que
J, elf—¢l<e

c. Demuestre que existe una funcién continua ¢ que se anula fuera
de un intervalo finito tal que [, |f —¢| <e.



34 2. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

13. Sean {f.},{gn}, f y g integrables sobre un conjunto medible E.
Supongamos que f, — f para casitodoz € E, |fn| < gp, ylim [ g0 = [5 9
Demuestre que lim [, f, = [, f-

14. Sean {f,} y f integrables sobre un conjunto medible E. Suponga-
mos que f,, — f para casi todo x € E. Demuestre que lim fE |fn—fl=0si
y sélo si lim [ | ful = [ |f]-



Capitulo 3

Medidas Generales

3.1. Medidas y Funciones Medibles

En este capitulo desarrollamos la teoria de funciones (“medidas”) que se
comportan como la medida de Lebesgue en la recta real. También definimos
el concepto de una funcién medible respecto a una medida.

DEFINICION 3.1. Sea X un conjunto. Una o-dlgebra de subconjuntos
de X es una coleccién de conjuntos que contiene a & y que es cerrada por
complementos y uniones numerables. Un espacio medible es un par ordenado
(X, ) tal que X es un conjunto y B es una o-dlgebra de subconjuntos de X.
Un subconjunto A se llama medible si A € 8. Una medida 11 en el espacio
medible (X, ) es una funcién no negativa definida para cada A € B, que
satisface (i.) wp(9@) = 0y (ii.) M(U?; Ez) = > .2, uE; para cualquier
coleccién numerable de conjuntos disjuntos {E;} C 9B. La terna (X,B, u)

se llama espacio de medida.

EJEMPLO 3.1. X =R, B = conjuntos Borel, u(E) = [ f donde f > 0.
(Sif=1,p=m.)
EJEMPLO 3.2. Sea X cualquier conjunto, B = P(X) (el conjunto po-

tencia de X), y pu(A) = nimero de elementos en A. A esta medida se le

denomina “medida de contar.”
PROPOSICION 3.1. Si A,B€ B y A C B, entonces u(A) < u(B).

DEMOSTRACION. B = AU (A°N B) y esta unién es disjunta. Por lo
tanto u(B) = u(A) + w(A°N B) > p(A). O

PROPOSICION 3.2. Sea {E,}72, C B una coleccion numerable de con-

Juntos medibles:

i. M(U nE,) = lim M(U E,).

n—oo
J=1

35
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it. Si Epy1 C Ep Y y pw(Ey,) < oo para algin ng, ,u(ﬂn(En)) =
lim p(Ey,).
n—oo

DEMOSTRACION. Igual que la Proposicién 1.9. O

PROPOSICION 3.3. Si {E,}5°, C B, entonces

n(J En) <D n(En).
n=1 n=1

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

Ahora definimos un par de criterios que nos ayudaran a diferenciar entre
espacios de medida.

DEFINICION 3.2. Un conjunto E € B es de medida o-finita si F es una
coleccion numerable de conjuntos con medida finita en 6. Un espacio de
medida (X, B, u) se llama o-finito si X tiene medida o-finita.

EjempLO 3.3. (R,B,m) es o-finito.

EJEMPLO 3.4. (R,, medida de contar) no es o-finito, pero cualquier
conjunto numerable es de medida o-finita.

DEFINICION 3.3. Un espacio de medida (X,B, u) se llama completo si
todo subconjunto de un conjunto de medida cero estd en B. (Es decir, es
medible.) En este caso, también decimos que p es una medida completa.

EJjempLO 3.5. El Lema 1.5 nos dice que la medida de Lebesgue es com-
pleta.

EJEMPLO 3.6. Sea X = Ry B = {X, }. Si definimos u(X) = u(2) =0,
entonces (X, B, 1) no es completo.

Ahora centremos nuestra atencion en el problema de definir funciones
adecuadas para nuestros espacios con medida. Utilizaremos un concepto

casi idéntico al que utilizamos con la medida de Lebesgue.

PROPOSICION 3.4. Sea f: X — RU{+o0}. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

i {x: f(z)<a}eB, YaecR.

ii. {x: f(z)<a}eB, YaecR.
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iti. {z: f(z)>a}eB, VaeR.
. {z: f(x) >a}eB, VaeR.

DEMOSTRACION. Igual que la Proposicién 1.10. (]

DEFINICION 3.4. Una funcién f : X — RU {+oo} se llama medible con
respecto a B si satisface una de las condiciones de la Proposicion 3.4.!

PROPOSICION 3.5. Sea c € R y sean f,g: X — RU{zxo0} dos funciones
medibles. Las funciones f +c, cf,f+g,f — g, y fg son medibles.

DEMOSTRACION. Igual que el Teorema 1.4. O

TEOREMA 3.1. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles. Las fun-

ciones Sup{f17"'7fn}7 inf{flw")f?’b}a Supy, fnu infnfna hmsupfn )
liminf f,, son medibles.

DEMOSTRACION. Igual que el Teorema 1.5. (]

DEFINICION 3.5. Una funcidn simple es una funcién de la forma ¢ =
> ory CkX g, donde ¢ € R y E}. es medible para cada k.

PROPOSICION 3.6. Sea f una funcién medible no negativa. Entonces
existe una sucesion de funciones simples {@,} tales que pn > pn_1 y f =

lim g, para cada x € X. Si X es un espacio o-finito, podemos escoger las
funciones @, tal que w, =0 fuera de un conjunto de medida finita.

DEMOSTRACION. Para cada par ordenado (n, k), k > 0, n > 1, se define
Epp={z: %< fx) <EL}, B ={x: f(z) = o0}, y

nn

on@) = 3 (B xe, (@) +nxe (@)

k=0
Si f(z) < oo, AN tal que N < f(x) < N+1yV¥n > N+1, |p,(z)— f(x)] <
%; si f(x) = 00, pn(x) =n. La sucesién {¢,} es creciente y converge a f.
Si X es un espacio o-finito, X = U;’ile donde p(F;) < oo, Vi, y en
este caso se define

n’ﬂ
k
pn(r) = Z 7 X B kU ) (z) +n Xpoon(up_, 7)) (z).
k=0

I§i 1a o-algebra de interés es evidente, no haremos referencia a ella.
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Ejercicios

1. Demuestre que, si E1, F5 son conjuntos medibles en el espacio de
medida (X, B, u), entonces p(E1AE;) = 0 implica que p(Eq) = pu(Es).

2. Suponga que p es completo. Demuestre que Ey € B y u(E1AE3)
implican que Ey € ‘8.

3. Sea {A,}{° una coleccién de conjuntos medibles en el espacio de
medida (X, B, 1). Demuestre que p( U® A,) = lim p( Up_; Ag).
n—0o0

4. Sea (X,B) un espacio medible, 1 y v medidas definidas en 8.
a. Se define A en B utilizando A(E) = u(E) + v(E). Demuestre

que A es una medida.

b. Suponga que g > v. Demuestre que existe una medida A tal
que p=A+v.

c. Demuestre que si v es o-finito, la medida A en la parte b es

Unica.

5. A una medida se le llama semifinita si todo conjunto medible de
medida infinita contiene conjuntos medibles de medida finita pero arbitra-

riamente grande.
a. Demuestre que toda medida que es o-finita también es semi-

finita.
b. De un ejemplo de una medida que es semifinita pero no o-finita.
c. Demuestre que toda medida y es la suma p1 4t de una medida
semifinita 1 y una medida po que sélo toma los valores 0 y oo.

6. a. Demuestre que, si y es una medida completa, f una funciéon me-
dible, y g otra funcién tal que f = g para casi todo z, entonces

g es medible.
b. Demuestre que la condicién de que p sea completa es necesaria.
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3.2. Construccién de Medidas

En general, las o-algebras son estructuras muy complejas y las medidas
son funciones en ellas que satisfacen la condicién no trivial de sub aditivi-
dad. En esta seccidn, trataremos el tema de construir medidas de funciones
definidas en colecciones de conjuntos menos complejas que las o-algebras.
Empezamos con la construccién que ya hemos definido.

DEFINICION 3.6. Sea X un conjunto. Una funcién u* definida en los
subconjuntos de X que toma valores no negativos es una medida exterior si:
Ly (@) =0,
. p*(A) < p*(B)si AC B,
ili. Si {A4;} es una coleccién numerable de subconjuntos de X, entonces

(A7) =D (4y).
j=1 j=1

PROPOSICION 3.7. Sea € C P(X) una coleccidn de subconjuntos de X
tal que @ € €, X € &, y sea p: € — [0,00] una funcion tal que p(&) = 0.
Para cada A € P(X), se define

1 (A) :inf{Zp(Ej) .EjeeyAc|] Ej}.
=1 j=1

Entonces p* es una medida exterior.

DEMOSTRACION. El infimo existe porque, para cualquier A C X, se
puede tomar E; = X y A C U2, E;. Como p(&) =0, p*(2) = 0. Ademds,
si AC B, p*(A) < p*(B) porque el infimo para calcular 1*(A) usa méas con-
juntos que el infimo para calcular p*(B). Sea {A;} un sucesién de conjuntos
y A = U2 A;. Fijemos € > 0. Para cada Aj;, existen {Ej;}72, tales que
Aj CURL Ejk, Bjj € €y p(Ay) +e277 > 302 p(Ejr). A C U Ejk,
Y 2 ik=1 PEj e <3000 w(A)) + e Luego p*(A) < 3722, p*(A;) +e. Como
€ es arbitrario, p*(A) < 3772, p*(4;). O

DEFINICION 3.7. Si u* es una medida exterior definidaen X,y E C X, E
se llama p*-medible si p*(A) = p* (AN E) + p*(AN E°) para todo A C X.

Como A = (ANE)U(ANE®), p*(A) < p*(ANE)+p*(ANE®). Entonces
E es medible si y sélo si p*(A) > pu*(ANE)+ p*(AN E°) para todo A C X
con p*(A) < 0.
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TEOREMA 3.2 (Carathéodory 1918). Si p* es una medida exterior de-
finida en X, la coleccion € de conjuntos p*-medibles es una o-dlgebra y la
restriccion de p* a € es una medida completa.

DEMOSTRACION. Como la definicién 3.7 es simétrica, £ € € implica
Ece€. SiE,Fe€y AC X, por sub aditividad:

p(A) = pHANE) +p* (AN E°)
ANENFE)+p (ANENFC) +
ANE‘NF)+p (ANE°NF°)
AN(EUF))+p (An(EUF)°).

Luego EUF € €y € es cerrado por uniones finitas. También, si ENF = &,
pH(BUF) = " (EUF) N E)+ p((BU F) 0 E°) = u*(B) + u*(F).

Por lo tanto tenemos que, para toda coleccion finita de conjuntos disjuntos
{E;}j—1 en € pr(Uj_y Ej) = 370w (Ej).

Si {E;}1° es una coleccién numerable de conjuntos medibles, defini-
mos F,, = Enﬂ(U;L;fFJ)C F,, es medible para cada n, UE, = UF,, y la
coleccion {F,} es disjunta. Luego s6lo debemos demostrar que € es cerrado
por uniones numerables disjuntas.

Sea {A;} una colecciéon numerable de conjuntos disjuntos en €. Se define
B,=Uj_1 Ajy B=UjZ, Aj. Paracada E C X :

p(ENB,) = p(ENB,NA,)+p (ENB,NAY)
= u(ENA,)+u(ENB,_1).

Por induccién, tenemos que p*(EN By) = > 7% p*(E'N A;). Entonces

PHE) = g (EN By) + p (ENBy) = Y p*(ENA)) +u*(EN B,
j=1
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y, sl n — 00, tenemos que

pHE) = ) W (ENA)+ (BN B
j=1
> p(JENA)) + (B0 B)
j=1

= p"(ENB)+ " (ENB°.

O sea, B € B. Si se toma £ = U2 A; (es decir, B), se tiene que

[e.o]

wH(E) = ur (U2 A) [ A45) = > w'(4)).
j=1 =1

Finalmente, si p*(A) = 0, para cada E € X, p*(E) < pu*(ENA)+ p*(EN
A¢) = p*(EN A% < p*(E). Luego A € €. Es decir, p* restringido a €, es
completo. ([l

La construccion previa nos proporciona una manera de empezar con una
funcién muy general p definida en una coleccién minima de subconjuntos de
X, y terminar con una o-algebra de conjuntos medibles de modo que nos
de una medida. Ahora analizaremos el problema de extender una funcién
que ya se comporte como medida en una coleccién de conjuntos con alguna
estructura y extenderla a una funcién que sea una medida en una o-dlgebra.
Especificamente, estudiaremos el problema de extender a una o-algebra una
funcién que se comporta como una medida en una dlgebra de conjuntos.

DEFINICION 3.8. Si 2 C P(X) es una &lgebra, una funcién p : 2 —
[0, o0] se llama pre-medida si satisface las siguientes dos condiciones:

i w(@)=0.

ii. Si {A;} C 2 es una coleccién numerable de conjuntos disjuntos, se

tiene que p(UA;) = > pu(4;).

Observando la Proposicién 3.7, vemos que una pre-medida induce una
medida exterior en X definiendo

pr(E) =1inf {> pu(A;): A; € A E C UPA;}.
1

PROPOSICION 3.8. Si u es una pre-medida en una dlgebra A y u* es
definida como arriba, se tiene que:
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1. u*’m = L.

1. Todo conjunto en A es p*-medible.

DEMOSTRACION. (i.) Si E € Ay E C U®A;, donde A; € 2, definimos
B, = EN(A,N(U} 7 45)¢). La coleccién {B,,} C 2 es disjuntay U B, = E.
Se tiene que p(E) = > 77 p(B;j) < 377 u(A;). Luego pu(E) < p*(E). La otra
desigualdad es obvia porque, si tomamos A1 = Ey A, = @Vn > 2, p*(E) <
21 wA;) = p(E).

(ii.) Fijemos e > 0.Si A € Ay E C X, hay una sucesién {B;}{° C A
con E CUPB;j y > 77 u(Bj) < p*(E) 4+ ¢e. Como p es aditivo en 2,

PAE) +e>> u(BiNA)+ Y u(BjNAY) > ¥ (ENA)+ p*(EN A°),
1 1

Por lo tanto, p*(E) > p*(E N A) + p*(E N A°). O
TEOREMA 3.3. Sea 2 C P(X) una dlgebra, 1 una pre-medida en A y €
la o-dlgebra generada por 2U:

i. Eziste una medida i definida en € cuya restriccion a A es p. (Es
decir, i = p*

¢ donde pi* es la medida exterior que induce w.)

1. Siv es cualquier otra medida definida en € que extiende a u, entonces
v(E) < u(E)VE € € yv(E) = a(E) si u(E) < oo.

1. Si p es o-finita, entonces i es la unica extension de p a una medida
en C.

DEMOSTRACION. (i.) Es consecuencia del Teorema 3.2 y de la Pro-
posicion 3.8.

(ii.) SiE € Cy u(E) = oo, entonces V{A4;}7° C A tal que E C U A;, se
tiene que Y 7° (A;) = oo. Como v(Aj) = u(A4;) Vj, v(E) <Y "v(4)) =
ST (A)) = 00 = fi(E). Si @(E) < oo, fijando e > 0, I{A4;}5° C 2 tal que
E CURA; y i)+ = Y5 n(A) = P w(Ay) = v(UP Ay) = vE. Por lo
tanto, i(E) > vE. Obsérvese que, si A = U®A;, con {A;}7° C 2, entones
v(A) = limy oo V(UTA;) = limy, oo (U Ay) = 1(A). Como f(E) < oo, se
puede encontrar {A;}7° C A tal que £ C A =UPA;y w(A) < a(E) +e.
Luego p(ANE°) < ey a(E) < a(A) = v(A) = v(E) + v(AN E°) <
V(E) + (AN E°) <v(F) 4+ e. Entonces i(E) < v(E).

(iii.) Si X = U®A;, con iA; < ooy A;NA; = @ si i # j, entonces para
cada EeC: pE=Y "a(ENA;)=>Tv(ENAj)=vE. O
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Ejercicios

7. Sean p1* es una medida exterior definida en X y { £, }3° una coleccién
de conjuntos disjuntos que son p*-medibles. Demuestre que para cualquier

ACX, p" (AN (UPE,)) = > " " (AN E,).
8. Sea f : R — R una funcién creciente y continua y sea

A = {(a,b] : a,b € R} U{(a,00) : a € RFURU@. Si {(a;,b;]}} es una
coleccion de conjuntos en 2, se define

(0 anb]) = 307000~ a0
1

a. Demuestre que 2 es una algebra.
b. Demuestre que p estd bien definida.
c. Demuestre que p es una pre-medida.

3.3. Integracion

El desarrollo de la integracién en espacios de medida generales es similar
al desarrollo de la integral de Lebesgue. Como en ese caso, empezamos con

funciones simples no negativas.

DEFINICION 3.9. Sean (X, B, 1) un espacio de medida, F € B un con-
junto medible, y p(z) = >}, ¢k X, (x), con ¢ > 0, B}, € B. Se define

n

/Esoduz > ek (ExNE).

k=1
No es dificil demostrar que la integral de ¢ es independiente de la repre-
sentacién de ¢ y que es lineal en el espacio de funciones simples si ¢ > 0.

DEFINICION 3.10. Sea (X, B, 1) un espacio de medida y f: X — [0, o0]
una funcién medible. Se define
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donde el supremo se calcula entre las funciones simples 0 < ¢ < f. La
integral de f sobre un conjunto E € B se define como [, fdu= [ fx, dpu.

PROPOSICION 3.9. Sean f y g funciones medibles no negativas.

i. Si f(z) < g(x) para casi todo z, [f < [g.
1. Si f = g para casi todo x, ff = fg.
ii. Si [ f=0, f=0 para casi todo x.

w. [ef =c[ f para todo ¢ > 0.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

Observamos que la definicién de la integral sobre espacios de medidas
generales no es la misma que la definicién de la integral sobre R. (Esa inte-
gral se calcula utilizando un supremo sobre funciones que se anulan afuera
de un conjunto de medida finita.) Esta diferencia es necesaria porque hay
espacios de medida con estructura rara y donde la definicién previa nos
diera resultados inservibles. (Esto sera tratado en los ejercicios.) La nueva
definicién hace maés problematica la demostraciéon de la linealidad de la
integral. Por esta razén primero procedemos a demostrar los teoremas de

convergencia.

TEOREMA 3.4 (Lema de Fatou). Sea {f,} una sucesion de funciones
medibles no negativas tal que fn(x) — f(x) (convergencia puntual) para

/Efgliminf/Efn.

(Es decir, [glim f, <liminf [ f,.)

casi todo x € E. Se tiene

DEMOSTRACION. A causa del problema 6 y de la Proposicién 3.9, po-
demos asumir que f,(x) — f(z) para todo x € E. Debemos demostrar que
si ¢ es una funcién simple < f, entonces [, ¢ < liminf [ fy.

Si [p¢ < oo, existe un conjunto medible F' C E tal que u(F) <
00, p(x) #0Vr € F,y ¢ =0 afuera de F. Fijamos £ > 0. Definimos

F,={x€ E: fr(z) > (1 —¢e)p(x) Vk > n}.
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o0
Tenemos que F,, es medible, que F,, C F41, Vn,y que F' C U F,,. Entonces
1

o
(FNFS, ) C(FNES)Vn,y ﬂ(FﬂFnc) = @. La Proposicién 3.2 garantiza que

1
limy, oo p(FNES) = 0. Por lo tanto, existe n tal que Vk > n, u(FNFY) <e.
Sea M el maximo de .

/Efk > kakZ(l—E)/Fk@Z(1—6)[/F</>—/F0F£<4
/F<p—€/F<p—M-€—/Eg0—5[/F<p+M}

Como ¢ es arbitrario, tenemos que liminf [}, fr > [ ¢

v

El caso cuando [ g © = 00 lo dejamos como ejercicio. O

TeEOREMA 3.5 (Convergencia Mondtona). Sean {f,} una sucesion de
funciones medibles no negativas definidas en un conjunto medible E, f =

lim f,, la funcion limite. Se supone f, < f Vn. Se tiene que

/Eleim/Efn.

DEMOSTRACION. Ya establecimos [ f, < [pf, y por lo tanto

limsup | pfn < J g [+ Con el Lema de Fatou se concluye que

/Efgliminf/Efnglimsup/Efng/Ef.

TEOREMA 3.6. Si f y g son funciones no negativas y a > 0, se tiene que

[orvazafss[o

DEMOSTRACION. Sean {¢,} vy {1} sucesiones crecientes de funciones

O

simples que convergen para casi todo x a f y g respectivamente. Entonces
{apn + ¥} es una sucesién de funciones simples que converge a af + g. El
Teorema de Convergencia Monétona da

/af+g - 1im/a<pn+¢n=hm(a/gon+/wn)
- alim/g0n+lim/wn:a/f+/g.
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COROLARIO 3.10. Sea (X,B, 1) un espacio de medida y f una funcion
no negativa definida en X. Definimos v(E) = [, fdu para cada E € 9B.
Entonces (X,B,v) es un espacio de medida.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

DEFINICION 3.11. A una funcién medible no negativa se le llama inte-
grable con respecto a la medida p sobre el conjunto medible F, si / fdu <

E
0o. A una funcién medible (no necesariamente no negativa) se le llama

integrable si ambas f* y f~ (definidas igual que en la Definicién 2.7) son

ol

TEOREMA 3.7. Sean f y g integrables sobre el conjunto E. Entonces

/ch—l—g:c/Ef—F/Eg.

DEMOSTRACION. Igual que la Proposicién 2.12. O

integrables y se define

TEOREMA 3.8 (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea g una funcion
integrable sobre E y {f,} una sucesion de funciones medibles tal que

limy, o0 fr(z) = f(x) para casi todo x € E, y tal que |fn(z)] < g(x) para

/Eleim/Efn.

DEMOSTRACION. Igual que el Teorema 2.4. O

casi todo x € E. Entonces

Ejercicios
9. Demuestre la Proposicién 3.9.

10. Considere el espacio medible (X,8) donde B = {X, @}. Definimos
la medida p: (@) =0y pu(X) = oo. ;Qué deberia igualar [, 1du? ;Cusdles

son las funciones que se anulan afuera de un conjunto de medida finita?

11. Termine la demostraciéon del Teorema 3.4.
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12. a. Demuestre el Corolario 3.10.
b. Utilizando el mismo hipotesis, demuestre que para cualquier

funcién simple no negativa ¢, [ pdv = [ feodu.
c. Utilizando el mismo hipétesis, demuestre que para cualquier

funciéon medible no negativa g, / gdv = / fagdu.

13. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles no negativas. De-

J5n-

14. Sea f una funcién integrable en el espacio de medida (X, 9B, u). De-

muestre que

muestre que para cada € > 0, existe § (J puede depender de ¢) tal que, para

cada conjunto medible E de medida menor que ¢ se tiene que ‘ / f du‘ <e.
E

15. Se supone que f es una funcién integrable en el espacio de medida
(X, B, ).
a. Demuestre que p({z € X : f(z) = £o0}) =0.
b. Demuestre que el conjunto {z € X : f(x) # 0} es o-finito.

16. De un ejemplo de una sucesién de funciones medibles {f,,} en el
espacio de medida ([0, 1], conjuntos Borel de [0, 1], m) tal que f, converge a
0 punctualmente y [ f, dm =1 Vn.

17. Sean {f,} una sucesién de funciones medibles y f una funcién
medible en el espacio de medida (X, B, ). Si para cada ¢ > 0, existe N tal
que

p{z e X+ [fu(z) — f(2)] > e}) <e

para todo n > N, decimos que {f,} converge en medida a f. Si para cada
€ > 0, existe N tal que

p{z € X2 |fu(@) = fm(2)| > €}) <e

para todos m,n > N, decimos que {f,} es una sucesion Cauchy en

medida.
a. Demuestre que una sucesion de funciones medibles {f,} es

Cauchy en medida si y sélo si la sucesion converge a alguna
funcién medible f.
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b. Se supone que la sucesién {f,} converge a una funcién medible
f en medida. Demuestre que existe una subsucesién { f,, } tal
que {fn, ()} converge a f(z) para casi todo z € X.

3.4. Medidas con Signo

En varias situaciones en analisis es necesario trabajar con funciones que
se comportan como medidas pero que no necesariamente son no negativas.

Estas funciones son el tema de esta seccidon.

DEFINICION 3.12. Una medida con signo en el espacio medible (X, B)
es una funcién g : B — R U {+o0} o RU {—oc0} tal que i. pu(@) = 0;
i p( U2y B) = 3, w(E;) para cada coleccién disjunta de conjuntos
medibles {E;}. Si ,u( U2, EZ) es finita se requiere que la serie converga
absolutamente; si ,u( U, E,) = +00 0 —00 se requiere que la serie “no

converga” a uno de estos valores.

EJEMPLO 3.7. Sea (X,B, 1) un espacio de medida y f una funcién in-
tegrable. Se define v(E) = [, f du. Entonces v es una medida con signo en
el espacio medible (X, B).

DEFINICION 3.13. Un conjunto medible A es positivo respecto a la me-
dida p si u(A) > 0 y para todo conjunto medible E C A, se tiene que
u(E) > 0. Analogamente, se define un conjunto negativo. Un conjunto A se
llama nulo si tiene medida cero y si todo subconjunto medible de A también

tiene medida cero.

EJEMPLO 3.8. Sean X =R, B = conjuntos Borel y f(z) = ze~". Para
cada E € B, se define u(E) = [ f(x)dx. Se tiene que [0,00) es positivo,
(—00,0] es negativo, y todo conjunto con medida de Lebesgue 0 es nulo.
wu([—1,2]) > 0 pero [—1,2] no es un conjunto positivo. u([—1,1]) = 0 pero
[—1,1] no es nulo. Los conjuntos (—o0,0) y (—o0, 0] son negativos. Obsérvese
que R = (—00,0] U (0,00). Es decir, el conjunto X se puede descomponer
en dos subconjuntos disjuntos uno positivo y otro negativo. Pronto veremos

que esta propiedad es algo que todas las medidas con signo comparten.
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LEMA 3.11. La union numerable de conjuntos positivos es positiva.

DEMOSTRACION. Sea {FE,}7° una coleccién de conjuntos positivos. De-
finimos Fy = Ey, Fy = By NFY, ..., F, = E,( (U] F)°. F, es positivo
Vn.Si EC (U2, Ey), E=U2 (ENF,)y esta unién es disjunta. Por lo
tanto:

o
pE) =Y wENF,)>0
n=1
porque cada F}, es positivo. O
OBSERVACIONES. El mismo resultado es cierto para conjuntos negativos.

LEMA 3.12. Sea E un conjunto medible con 0 < u(E) < oo. Eziste
A C E tal que A es positivo y pu(A) > 0.

DEMOSTRACION. Si FE no es positivo, contiene conjuntos medibles de
medida negativa. Sea nj el entero positivo mas pequeno tal que 3k C E
con u(Ep) < _n%' Procediendo por induccidén, sea nj el entero positivo
mas pequeno tal que existe un conjunto medible £, C E N (U]f_1 Ej)C
con u(Ey) < —%. Definimos A = E N (U° E;)¢ y observamos que E =
AU(U Ey) y que pu(E) = p(A)+ 35 u(Ey) porque la unién es disjunta. La
serie converge absolutamente porque p(E) < co. Tenemos que Y 1° % < 00,
y por lo tanto limy_, rle = 0. Como p(E) >0y >.7° u(Ex) < 0, concluimos
que p(A) > 0.

Para demostrar que A es positivo, fijamos € > 0. Se escoje k suficiente-
mente grande para que ﬁ <e. Como AC EN (U’f E]-)c, la construccion
de la sucesiéon {ny} garantiza que si B C A, u(B) > —nkl_l > —e. La

arbitrariedad de € da que p(E) > 0. O

TEOREMA 3.9 (Descomposicién de Hahn). Sea p una medida con signo
en el espacio medible (X,B). Existe un conjunto positivo A y un conjunto
negativo B tal que X = AUB y ANB=0.

DEMOSTRACION. Se supone que p # 0o. Sea A = {sup u(A) : A es posi-
tivo con respecto a p}. (Se nota que el vacio es positivo y por lo tanto A > 0.)
Sea { Ay, }7° una coleccién de conjuntos positivos tal que A = limy, o0 p1(Ay).
Se definie A = U°A,,. A es positivo y A > u(A). Como ANAS C Ay
u(ANAS) > 0 para cada n, se tiene que pu(A) = p(A,)+p(ANAS) > u(A,),
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y concluimos que p(A) > Ay que A < co. Sea B = A°. Si E' C B es positivo,
AUE es positivo y por lo tanto A > u(AUE) = u(A) +u(E) = A+ u(E). O
sea i1(F) = 0. Entonces B no contiene conjuntos positivos de medida positiva

y el Lema 3.12 garantiza que no contiene conjuntos de medida positiva. [

La descomposicién de Hahn no es tinica. (Por ejemplo, en el ejemplo pre-
vio la descomposicién puede ser R = (—o0,0) U [0, 00).) Ahora enfocaremos
nuestros esfuerzos en desarrollar una descomposicién que si es Unica.

Si {A, B} es una descomposicién de Hahn para p, podemos definir dos
medidad pt(F) = u(ENA)y p(E) = —u(EN B). Como X = AU B, se
tiene que £ = (EFNA)U(E U B). Esta es una unién disjunta y por lo tanto

Se nota que u(B) = = (A) = 0.

DEFINICION 3.14. Sean u y v medidas en el espacio medible (X, B). Si
existen conjuntos A, B € B tal que AUB =X, ANB=0y u(A) =v(B) =
0, se dice que u y v son mutuamente singulares. Se escribe u L v. Si puy v
son medidas con signo, entonces p L v si [u| L |v].

TEOREMA 3.10 (Descomposicién de Jordan). Sea p una medida con
signo en el espacio medible (X,B). FEzisten dos medidas u* y p~ en (X,B)
tal que p* L~ yp=pu" — pu~. Esta descomposicion es inica.

DEMOSTRACION. La existencia ya fue establecida. Ahora supongamos
que pp=pt —p~ =vt
pondientes. La diferencia simétrica A,AA, = (4,NA7)U(A;NA,) y ambos
de estos conjuntos son a la vez positivos y negativos. Por lo tanto son nulos.
Similarmente para B,AB,. Ahora para E € B, ut(E) = p(ENA4,) =
uw(ENA,)) =vT(E). (Los detalles de la segunda igualdad son el propdsito

—v~ yqueA,,B,,A,, B, son los conjuntos corres-

del primer ejercicio de esta seccién.) Similarmente para p~ y v~. O

DEFINICION 3.15. A las medidas p* y p~ se les llama la wvariacién
positiva de p 'y wvariacion megativa de p respectivamente. A la medida
lu| = ™ + p~ se llama la variacidén total de p.
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DEFINICION 3.16. Si f : X — RN {£oo} es integrable con respecto a

/Efduz/Efdu+—/Efdu‘

para cada conjunto medible E.

uwy pu~, se define

Ejercicios

18. Sean X = R, B = conjuntos Borel y f(z) = ze~®". Para cada
E € B, se define u(E) = [ f(x)dx. ;Cuél es la descomposicién de Jordan
en este caso?

19. Supongamos que p es una medida con signo en el espacio (X, B),
que A, B € B y que AN B¢y A°N B son conjuntos nulos. Demuestre que
para todo conjunto £ € B, u(ENA)=u(ENB).

20. ;Sigue siendo cierta la conclusién del problema previo si el hipotesis
es sélamente u(AAB) = 0?7

21. Sea p una medida con signo y £ un conjunto medible.
a. Demuestre que —u(F) < u(E) < pu™(E).
b. Demuestre que |u(E)| < |u|(E).

22. Sea p una medida con signo en el espacio medible (X,B) y E € B.
Dé una cota para ‘ / fdu‘.
E

23. Sean u y v medidas con signo en el espacio medible (X, ). De-
muestre que g L v siy sélo si |u| L v siy sélosiut™ L vsiy sélo si
wo L.

24. Se supone que {u }5° es una coleccién de medidas tal que py, L p Vk.

Demuestre que > 7° p L p.

25. Demuestre que la coleccion de medidas con signo finitas en el espacio
medible (X, ) tiene estructura natural de espacio vectorial sobre R.

26. Sean i y v dos medidas con signo finitas.
a. Demuestre que para ¢ € R |cu| = |c||p.

b. Demuestre |u+ v| < |u| + |v|.
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3.5. El Teorema Radon-Nikodym

La relacién complementaria a mutuamente singular es la siguiente.

DEFINICION 3.17. Sean iy v dos medidas definidas en el espacio medible
(X,%). La medida v es absolutamente continua con respecto a psi v(E) =0
para todo E € B tal que u(F) = 0. Se escribe v < p. Si gy v son medidas
con signo, v < p si |v| < |pl.

EJEMPLO 3.9. Sean (X,, u) un espacio de medida y f : X — [0, o0

una funcién medible. Para cada E € B definimos v(E) = / f du. Entonces
v L . b

El teorema Radon-Nikodym nos dice que cuando (X, B, u) es o-finito,
cualquier medida que es absolutamente continua con respecto a u ocurre en

la manera como en el ejemplo.

TEOREMA 3.11 (Radon-Nikodym). Sean (X, B, 1) un espacio o-finito y
v una medida definida en B tal que v < p. Entonces existe una funcion

medible no negativa f tal que para cada E € B se tiene que

v(E) = /E fdp.

Si g es cualquier otra funcion que satisface la conclusion del teorema, en-
tonces g = f para todo © € X excepto tal vez para x en un conjunto N € B
tal que p(N) = 0.2

La demostracién del teorema requiere la construccién de una funcién.

El siguiente lema la facilita.

LEMA 3.13. Sea (X, B, 1) un espacio de medida y {Bs}scq una coleccion
de conjuntos medibles.
i. Si By C By cuando s < t, entonces existe una funcion medible
f: X > RU{xoo} tal que f(z) < sVx € Bs y f(x) > s Vo € BS.
ii. Si (Bs\ By)® = 0 cuando s < t, entonces existe una funcion medible
f tal que f(z) < s para casi todo x € By y f(x) > s para casi todo
T € Bj.

2Esta propiedad se escribe para casi todo x con respecto a p.
SA\B=AnNB".
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DEMOSTRACION. (i.) Para cada x € X definimos f(z) = inf{s : z €
Bs}; si @ ¢ By Vs € Q, entonces f(x) = 00 Si 2 € By, f(z) < s,y si
x ¢ Bs, entonces f(x) > s. Para demostrar que f es medible, observamos
que si f(x) < s, entonces x € By para algin ¢t < s. También si x € B, para
algin t < s, f(z) <t < s. Por lo tanto {z : f(z) < s} = J,., B;. Como la
unién es numerable, el conjunto es medible.

(ii.) Definimos A = |J,_,(Bs\B¢). Como la unién es numerable, p(A) =
0. Ahora definimos B, = B, U A. Si s < t, tenemos que B,\B; =
(Bs\B:)\A = @. O sea B, C Bj cuando s < t. Entonces la primera parte
del lema garantiza la existencia de una funcién f tal que f(z) < s Va € B,
vy f(z) > s Vx € (B))°. Entonces, excepto por los z € A, tenemos que
f(z) <sVxeBsy f(zr) > s Vre B O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.11. Primero, tratamos el caso
cuando g es finito. Para cada s € QQ, ¥ — su es una medida con signo.
Sea (As, Bs) la descomposicién de Hahn para v — su. Definimos Ag = X y
By = @. Observamos que (v — su)(Bs\B;) < 0, y como Bs\B, = B N Ay,
tenemos que (v — tu)(Bs\By) > 0. Si t > s, entonces u(Bs\B;) = 0. Uti-
lizando el lema, concluimos que existe una funcién medible f tal que para
cada s € Q, tenemos que f(x) > s para casi todo x € As y f(x) < s para
casi todo = € Bs. Como Ay = X, f(x) > 0 para casi todo z € X y por lo
tanto podemos asumir que f(xz) >0 Vx € X.

Sea E € B un conjunto cualquiera. Fijamos N € N y definimos para
cada entero k > 0

m:ErN&#M%»yl%:E“JB

Entonces E = <UZ’;1 Ek) |UFx y esta unién es disjunta. Por lo tanto
[e.@]

v(E) = v(Ex) + ZV(Ek) Como Ej, C (B% N A%>, tenemos que

k=1
% < f(z) < % Vz € Ej. Por lo tanto
k kE+1
— u(Ey) < < — u(Eg). 1
NMkL_mfw_ N HEk) (1)

4En general, inf @ = co.
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También (v — £u)(Eg) >0y (v — 5Lp)(E)) < 0. Por lo tanto

k k+1

— < < — .

~ H(Er) < v(Ey) < —— u(Ex) (2)
Las desigualdades (1) y (2) se combinan para dar

1 1

v(Er) = 5 1(Br) < | fdu < v(Br) + 5 p(E).
Ey
Six € Ex, f(x) =00. Como (v —su)(Ex) >0Vs € Q, u(Ex) >0

implica que V(Ex) = 00. Si u(Ex) = 0, v(Fs) = 0 porque v < p. En
ambos casos V(Ee) = [ fdp. Como E = (Uz’;o Ek) |J Ew es una unién
disjunta, podemos concluir que

Como pu(FE) < oo y N arbitraria, tenemos que v(F) = / fdu.
E
Si p es o-finito, existen conjuntos medibles disjuntos {Ax}$° tal que

p(Ag) < ooy X =Jpo, Ai. Para cada Ay podemos encontrar una funcién

medible f no negativa definida en Ay, tal que v(ENAg) = / frduVE €
ENAy

B. Definimos f = Z fr- (Obviamente extendemos cada f; a todo X

k=1
definiendo fx = 0 afuera de Aj.) Entonces

v(E) = V(kL—JlEﬂAk) :kZV(EﬂAk):;/EOAkfkdu

=1

=S = fdn= [ fap.
k=17 ENAk UrZ1(ENAy) E

La demostraciéon de la unicidad de la funcién f la dejamos como ejercicio.
O

DEFINICION 3.18. Si v < g, a la funcién f tal que v(E) = [, fdu
VE € B se le llama la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a p.

Esta funcién se denota [g—;] . Utilizando esta notacién tenemos que v(F) =

/E [le/ﬂ dys.
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TEOREMA 3.12 (Descomposicién de Lebesgue). Sea (X, B, ) un espacio
de medida o-finito y v una medida o-finita definida en B. Entonces existen
medidas unicas vg y v1 tal que vy L vy K pyv=uv,~+v.

DEMOSTRACION. La medida A = v + p es o-finita. También u < A

y v < A. Entonces existen funciones no negativas [%‘} y [%] tal que

dp dv
W(E) = /E [ﬁ] d\y v(E) = /E [ﬁ} d\VE € B.
Definimos A = {z : [%ﬁ] (x) >0}y B={z: [%ﬁ] (x) = 0}. Entonces
X = AU B es una unién disjunta y u(B) = 0. Definimos
dv
ik

Tenemos que vy(A) =0, vy L u y obviamente v = vy + . Falta demostrar

w(E)=v(ENB) vy n(k)=v(ENA) :/EﬂA

que v; K W.

) d/,t dp
_ o - | >
Si E € By ulkE) 0, entonces /E [d)\] dA = 0 y como [dA] > 0,

tenemos que [%ﬂ () = 0 para casi todo € E con respecto a . Ahora,

como [%‘L} (x) > 0 Vz € AN E, tenemos que A(AN E) = 0. Por lo tanto
v(ANE)=0.

La demostracion de la unicidad de vg y v1 la dejamos como ejercicio. [

Ejercicios

27. a. Sean ui, fg, ..., 4k medidas en el espacio medible (X, B). De-
muestre que existe una medida u tal que pu; < p V1 <1 < k.
b. Se supone que {u}5° es una coleccién de medidas tal que py <
p Vk. Demuestre que Y 7% g < pu.

28. Demuestre la unicidad de la funcién en f el Teorema 3.11.
29. Demuestre la unicidad de las medidas 1y y v en el Teorema 3.12.

30. Encuentre un ejemplo que demuestre que el hipdtesis de que la
medida sea o-finita es necesario en el teorema Radon-Nikodym.
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31. Demuestre las siguientes propiedades de la derivada Radon-
Nikodym.

a. Siv << py f >0 es una funcién medible, entonces

/fdy:/f[jlﬂ dp.
o [ -] 1)

c. Si v < pu < )\, entonces [%} — [dﬂ [CLH}.

d. Siv < pyp < v, entonces [@} = [d—“}

3.6. Medidas Producto

En esta seccién estudiamos el problema de definir una medida en un
espacio producto.

DEFINICION 3.19. Sean (X, 2, u) y (Y,%B,v) espacios de medida. Un
rectangulo medible es un conjunto de la forma A x B donde A € Ay B € ‘B.
Si A x B es un rectangulo medible, definimos A\(A x B) = u(A) v(B).

LEMA 3.14. La coleccion de uniones finitas de rectangulos es una dlgebra.

DEMOSTRACION. Se debe demostrar que el complemento de un rectan-
gulo medible es una unién finita de recangulos medibles. Si A x B es un
rectangulo medible, su complemento es (A° x Y) U (X x B€). O

LEMA 3.15. Sea {(A; x B;)}{° una coleccion disjunta numerable de

rectangulos medibles cuya union también es un rectdngulo medible A X B.
Entonces A(A x B) =Y A(A; x Bj).

DEMOSTRACION. Para cada z € X y y €Y, se tiene

Xa (@) X5 (¥) = Xeam (@ 8) = D Xay ) (:9) = DX, (2
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Integrando con respecto a x, y utilizando la aditividad de la integral (Ejer-

cicio 13) obtenemos

[e@xmdde = [ Sox, @, @)
wAxs) = Y xs, (1) / X, (@) dpu()
= > ulA))xz, ()

Integrando con respecto a y obtenemos p(A)v(B) = > u(A;)v(B;). O

Entonces A satisface las condiciones del Teorema 3.3 y se puede extender
a una medida en la g-algebra A ® 9B generada por las uniones finitas de
rectangulos medibles. A esta medida se le llama la medida producto de j 'y
vy se escribe p X v. Si gy v son finitos, p X v también lo es; si g y v son
o-finitos, p X v también lo es.

Ahora demostramos algunos resultados que nos dan informaciéon sobre
la estructura de (X x YV, A @B, uxv). SIEC X xY paracadaxz € X y
y € Y definimos la z-seccion E, y la y-seccion EY de E por

E,={yeY :(z,y) € E}, EY={xe X :(z,y) € E}.

F1GURA 1. Muestra de un conjunto FE,.

Sif: X xY — R esuna funcién, definimos la z-seccion f, y la y-seccion

fY de [ por fo(y) = f(z) = f(x,y).
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LEMA 3.16. St E € ARB, entonces E, € B para todo x € X y BY € A
para todo y € Y. Si f es A Q@ B-medible, entonces f, es B-medible para todo
x € X y fY es A-medible para todo y €Y.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar la primera parte del lema
porque para cualquier subconjunto E C R, (f) Y (E) = (f7Y(E)). v
(f)~HE) = (f~H(E)).

La coleccién

C={FC(XXY):F,eBVzeX yFlelAVyecY}

contiene a todos los rectangulos medibles porque si A x B es un rectan-

. B zeA | .
gulo medible (A x B),; = ; v similarmente para (A x B)Y. Si

g x¢ A
A; € 6 entonces (UPA;j), = UP(A))e v (Az)¢ = (A%,; y similarmente
para (U°A;)Y. Por lo tanto, & es una o-dlgebra que contiene a todos los
rectangulos medibles, y concluimos que A ® B C 6. O

Dos de los teoremas mas importantes en la teoria de espacios productos
son los de Tonelli y Fubini. Estos teoremas nos dejan computar integrales
sobre X x Y computando una integral sobre el espacio X y después otra
sobre el espacio Y o vice versa. Para poder llegar a las demostraciones
de estos teoremas necesitaremos un concepto nuevo y un par de resultados

técnicos.

DEFINICION 3.20. A una coleccién de subconjuntos 4 de un conjunto
S le llamamos clase mondtona si esta coleccidn estd cerrada bajo uniones
numerables crecientes (si E; € 4 y Ey C Ey C E3---, entonces UE; € i)
e intersecciones numerables decrecientes (si E; € Uy Fy D Ey D Es,---,
entonces NE; € ).

EJEMPLO 3.10. Sea S cualquier conjunto finito y 4 = P(5) \ {S, o}.
EJEMPLO 3.11. Sea S = Ry U = {a : a € R}U la coleccién de intervalos.

Observamos que una o-algebra es una clase monétona y que la inter-
seccién de cualquier coleccidon de clases mondtonas es una clase monodtona
(Ejercicio 35). Entonces, si 4 C P(S) es una coleccién cualquiera de sub-
conjuntos de S, la intersecciéon de todas las clases mondtonas que contienen
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a i es la clase mondtona mas pequena que contiene a 4. A ésta se le llama
la clase mondtona generada por L.

LEMA 3.17. Si A es una dlgebra, entonces la clase mondtona generada

por A iguala a la o-dlgebra generada por 2.
DEMOSTRACION. Ejercicio. O

LEMA 3.18. Se supone que (X, 2, p) y (Y,B,v) son espacios de medida
o-finitos. Para todo E € A® B las funciones v — v(E;) y y +— p(EY) son
medibles en X y Y respectivamente. Se tiene que

(3 )(E) = [ xwdiuxw) = [ (B dute) = | p(E) vl

XY

DEMOSTRACION. Primero tratamos el caso cuando p y v son finitos. Si

A €B
E = A x B es un rectangulo medible, tenemos p(EY) = wA) y ; es

0 y¢ B
decir p(EY) = xp(y)u(A). Similarmente v(E,) = xa(x)v(B). Entonces el
resultado es inmediato en este caso. La aditividad de la integral nos da que
el resultado del lema es cierto en el caso de una unién finita de rectangulos
medibles disjuntos.

Si podemos demostrar que la coleccidon de conjuntos en 2 ® B que sat-
isfacen el resultado del lema forman una clase monétona, el Lema 3.17 nos
dara que esta coleccién iguala a todo 2 ® B y la demostracién estard com-
pleta.

Sea E = UE,, donde {E,} C A ® B es una coleccién creciente de con-
juntos que satisfacen el resultado del lema. Las funciones f,(x) = v ((En)z)
son medibles, la sucesién es creciente y converge punctualmente a la funcién
x — v(E;). O sea que esta funcién es medible. Utilizando el Teorema de
Convergencia Mon6tona (Teorema 3.5) tenemos

/ v(Ey) du(z) = hm/ du(z) =lim(p x v)(E,) = (u x v)(E).

Un argumento idéntico da que / p(EY)dv(y) = (n x v)(E).

Y
Dejamos como ejercicio el caso £ N E, donde la colecciéon de conjuntos
{En} C AR B es decreciente.
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Si py v son o-finitos, X x Y = U(X; x Y;) donde {X; x Y;} es una
coleccién de rectangulos crecientes de medida finita. Si E' € A x B, (u x v)
restrinjida a £ N (X; x Y;) es finita y tenemos utilizando el caso finito

(3 ) (EN(Xx YD) = [ (BN (XX ¥0),) duto)

— [ @) (BN Y di(a),
X

La sucesién de funciones {xx,(z)v(E; NY;)} es creciente y punctualmente

converge a v(E;). Utilizamos el Teorema de Convergencia Monétona una

vez mas para concluir que (u x v)(E) = / v(E,) du(z). El argumento para
X
/ w(EY) dv(y) es idéntico. O
Y

Observamos que si E € A ® B, [yxe(r,y)du(z) = p(EY) y
[y xe(z,y) dv(y) = v(E,), entonces el resultado del lema se puede expresar

como

/XXyXE(x,y)d(qu) = /X[/YXE(JC’Z/)dV(y)} du(x)
= /Y[/XXE(%y)du(x)] dv(y). (3)

La linealidad de la integral nos da que la formula (3) con f en lugar
de xg si f =) a;xg, es una funcién simple con coeficientes positivos. (Si
(uxv)(E;) < oo Vi, el resultado es cierto sin la restriccién que los coeficientes
sean positivos.) El Teorema de Tonelli nos dice que el resultado es cierto
para toda f no negativa.

TEOREMA 3.13 (Tonelli). Sean (X,2,u) y (Y,B,v) espacios de me-
dida o-finitos. Si f : (X xY) — [0,00] es p x v integrable, las fun-

ciones a(x) = [y fo(y)dv(y) y By) = [y [Y(x)du(x) son integrables en
Xy Yrespectivamente y se tiene

/)cxyf(:c’y)d(ux”) = /X[/Yf(%y)dl/(y)] dp(x)
- [ ) i) ww. @
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DEMOSTRACION. Ya observamos que el resultado es cierto para fun-
ciones simples con coeficientes positivos. Sea f : (X x Y) — [0,00] una
funcién integrable y {¢,} una sucesién de funciones simples crecientes que
convergen punctualmente a f (como en la demostracién del Teorema 3.6).

Las  sucesiones de funciones {on(z) = [, (¢n)a(¥)drv(y)} v
{Bn(y) = [x(¢n)¥(x) du(x)} son crecientes, no negativas y convergen
punctualmente a a y (3 respectivamente. Entonces o y 3 son medibles.
Ocupando el Teorema de Convergencia Mondtona tenemos

/X [ /Y f (x,y)dV(y)} du(z) = /X o(z) dp(z)
— tim [ ay(e) duto)

= lim On(z,y)d(p X v)
XxXY

- / f(y) d( x v).
XxXY

Similarmente para/ B(y) dv(y). O
Y

Observamos que si f(z,y) > 0y / f(z,y)d(p x v) es finito,
XxY

/ fY(z)du(x) es finito para casi todo y € Y, y / fz(y) dv(y) es finito

para casi todo x € X. El siguiente teorema nos da la identidad (4) en el

caso de funciones integrables (no necesariamente no negativas).

TEOREMA 3.14 (Fubini). Sean (X, 2, u) y (Y,B,v) espacios de medida
y sea f: (X xY)— R una funcion integrable. Entonces

(i) fz(y) = f(x,y) es integrable para casi todo x € X y f¥(x) = f(z,y) es
integrable para casi todo y € Y.

(ii) La funcion x +— /fx(y) dv(y) es p integrable y la funcion
Y

fY(x)du(x) es v integrable.
b's
(i4i) La identidad (4) es cierta
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DEMOSTRACION. El resultado es inmediato porque las partes positivas
y negativas de f son integrables y ellas se pueden tratar con el teorema de
Tonelli y la linealidad de la integral. (]

En muchas aplicaciones los teoremas de Tonelli y Fubini se utilizan
juntos. Si f : (X xY) — R es una funcién y se quiere cambiar la or-

den de integracién en / [ / fx,y) du( )] dv(y), primero se verifica que

|f(z,y)| es integrable con el cémputo de cualquiera de los integrales en la
identidad (4). Despues se utiliza en Teorema de Fubini para concluir que la

integral iguala /X [/Y flz,y) dl/(y)] du(z).

Ejercicios
32. Demuestre las observaciones que le siguen a la Definicién 3.20.
33. Demuestre que si pu y v son o-finitos, u X v también lo es.

34. a. De un ejemplo que demuestra que g y v pueden ser medidas
completas pero p X v no tiene que ser completo.
b. De un hipétesis que garantiza que p X v es completo.

35. Demuestre que la interseccién de cualquier coleccién de clases

mondtonas es una clase monotona.

36. En este problema demostramos el Lema 3.17. Sea 2 una édlgebra y

M () la clase monétona generada por 2.
a. jPor qué es suficiente demostrar que M(2l) es un dlgebra?

b. Demuestre que {E € M(2) : E° € M(2)} es una clase moné-
tona que contiene a 2 y por lo tanto iguala a M ().

c. Para F € M(2) definimos 'y = {F € M) : EUF € M(2)}.
Demuestre que I'g es una clase monfona que contiene a 2 y por
lo tanto 'y = M(2).

d. Termine la demostracién del Lema 3.17.

37. De un ejemplo que demuestra que el hipdtesis de o-finito es nece-
sario en el teorema de Tonelli.



3.6. MEDIDAS PRODUCTO 63

38. Evalie las siguientes integrales. En todas, m es la medida de
Lebesgue.

a. / ze~ (F*+) d(m x m).
[0,00)

x[0,00)

b. / ze~ (@ +v?) d(m x m).
[

0,00) xR
[e.e] o0 -
_z2—y? ,
39. Sea f(q;7y) _ ) @22 (l'ay) 7& 0;

a. Demuestre que

[ ([ s aes ['[[ ] ao

b. ;Qué podemos concluir sobre f?

40. Sean (X,2A,u) y (Y,B,v) espacios de medida o-finita y

g: X - Ryh:Y — R funciones integrables.
a. Demuestre que h(z,y) = g(z)h(y) es integrable.

b. ;Cémo se puede computar flz,y)d(p xv)?

XxY



Capitulo 4

Los Espacios L?

4.1. Definiciones y Propiedades Basicas

En este capitulo tratamos espacios de funciones que juegan un papel
importante en matematicas, fisica y otras ciencias. Estos espacios también
han motivado mucho del anélisis matematico desarrollado en el siglo XX.
Por ejemplo, las definiciones de estructuras basicas en el andlisis funcional
fueron creadas para acomodar a los espacios LP dentro de una teoria més
amplia.

Aunque muchas funciones dentro de ellos habian sido estudiadas por
muchos siglos, el estudio organizado de estos espacios naci6 al principio del
siglo XX porque la teoria de la medida es indispensable para su definicion.

Sea (X,®, ) un espacio de medida y sea F la coleccién de funciones
medibles complejas definidas en X. O sea f € F significa f = f, + if; tal
que fr, fi + X — RU=o00 son funciones medibles como definidas en el ultimo
capitulo. Identificamos funciones f,g € F como iguales si f(z) = g(x) para
casi todo x € X. Es decir que las “funciones” que estudiaremos son en
realidad clases de equivalencia de funciones medibles bajo la relacion f ~ g
si p({z € X : f(z) # g(x)}) = 0.

Los elementos en los espacios LP(u),1 < p < oo serdan funciones que
satisfacen ciertas condiciones de crecimiento y las funciones en L (u) seran
las funciones casi siempre actotadas.

DEFINICION 4.1. Para 1 < p < oo el espacio
D) =5 € F s [ 1P dn <0}
vy L®(pu)={f € F:3IM € R" tal que pu{x € X : |f(z)| > M} = 0}.

Observamos que los espacios estan bien definidos porque si f,g € F y
f ~ g, tenemos que f € LP(u) siy sblo si g € LP(u) para 1 < p < oc.

64
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Demostrar que L (i) es un espacio vectorial es facil y lo dejamos como
ejercicio. Para los otros casos observamos que f € LP(u) y ¢ € C implica
que cf € LP(u). Si f,g € F,

[f(@) +g(@)P < max{[f(z)],[g(x)[})" = 2" max{|f(z)[", [g(x)["}
22 (1f @) + [g(x)]7) -

Entonces f,g € LP(u) implica que f+g € LP(u). El elemento cero en todos

IN

los espacios es la funcion que iguala cero para casi todo z € X.
Cada espacio tiene mucha maés estructura porque podemos asociar a cada
elemento un tamano. Es decir una norma que se comporta como el valor

absoluto. Veremos que el caso p = oo lo tendremos que tratar por separado.

DEFINICION 4.2. Fijamos 1 < p < co. Si f € LP(u), definimos la norma

de f por )
1/p
1= ([ 1P an)
Si f € L%(u), | flloo = inf{M : p({w € X : [f(2)] > M}) = 0}.}

Dejamos como ejercicio demostrar que para cada 1 < p < oo, ||f|l, =0
siy sélo si f(x) = 0 para casi todo = € X. Entonces si f # g, || f —gllp # 0.
SiceC,|cfll, = lc|||fllp- Para concluir que || - ||, se comporta como el valor
absoluto falta demostrar la desigualdad del tridngulo: || f+gll, < ||f]lp+lgllp-
Cuando p # oo, esta no es tan inmediata. Necesitaremos establer una
relacion entre funciones en diferentes espacios. Especificamente veremos
que si p,q € [1,00] satisfacen % + % =1, los espacios LP(u) y L9(p) tienen
conecciones fundamentales. Para el caso p > 1 haremos uso del siguiente
resultado de calculo.

LEmMA 4.1. Sip > 1,a,b > 0 y q satisface ;1) —|—% = 1, entonces ab <

p q . . , .
% + %, con igualdad si y solo si aP = b4,

DEMOSTRACION. Formamos la funcién k(x) = xP~! y su funcién in-
versa l(y) = yY/P~1. La cantidad ab se puede interpretar como el &rea
del rectdngulo con vertices (0,0),(0,a), (a,b), y (0,b). Esta drea se puede
acotar con [ k(z)dx + fobl(y) dy. Le referimos a la Figura 1. O sea

lEste nimero se puede entender como la cantidad més pequefia que cota a f para
casi todo = € X.
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pim1H!

Sop

si el drea del rectangulo es igual a la suma de las dos integrales. Esto sucede
_p_

si y sélo si k(a) = b. Es decir cuando a = b*/P~1 = P = br—1 = b4, O

ab < %p + = %p + %. Las dos cantidades seran iguales si y solo

o
™

FIGURA 1. Gréfica de k(x) y I(y) (son iguales) en el caso p = 2.

TEOREMA 4.1 (Desigualdad de Holder). Sea p,q > 1 tal que % + % =1.
Si f € LP(n) y g € L9(n), tenemos que fg € L' (1) y | fglli <[ fllp llgllq-

DEMOSTRACION. Si f o g iguala 0, no hay nada que demostrar.
Cuando p > 1y || fllp:llgllg # 0, Utilizamos el lema con a = |ﬁc}ﬁi‘

pcicall para obtener

lglla
f(@)g(@)] _ f@)F | |g(@)[*
1flpllglle — flor — llglga

Esta desigualdad da inmediatamente que fg € L'(u). Integrando sobre X y

y

despues multiplicando por || f||,] g]l; obtenemos la desigualdad del teorema.

Si felL'(n)yge L®(u), fijamos ¢ > 0. Sea £ = {x € X : |g(z)| >
llglloc + €}. La definicién de || - || implica que u(E) = 0 y para computar
||-]]1 es suficiente integrar sobre E°. Como |g(z)| < ||g||cc +& cuando x € E€,
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tenemos que [ |£gldu < fpe [£1(1glloo + ) dps = | fl(lgllo0 + ). Como e
es arbitratio concluimos que ||fg|1 < ||fl1 |9]/co- O

TEOREMA 4.2 (Desigualdad de Minkowski). Si 1 < p < oo y f,g €
LP(p), tenemos | f + gllp < [ fllp + llgllp-

DEMOSTRACION. El caso p = 1 lo obtenemos utilizando la desigualdad
del triangulo para nimeros reales y la primera parte de la Proposicién 3.9.
El caso p = oo lo dejamos como ejercicio.

Sip > 1, definimos g = 1% para poder utilizar la desigualdad de Holder.
Es obvio que

|f(2) + g(@)IP < |f(2) + g(@) P f(2)] + |f (@) + g(2) P Hg(2)] (1)

y que |f(z) + g(x)|P~t € L9(u). La desigualgad de Holder nos da que
(f+9)P L f, (f+9)P~tg € L' (n). Integrando (1) y utilizando la misma da

1 +ale < 10+ 97l fllo+ 1CF + 9Pl Il
1/q
- (/X f+g|pdu) (Ufll + gl)

= 1S+l (1l + Ngll) -

P
Dividiendo la desigualda por || f+g¢||; y recordando que p—% = 1, obtenemos
el resultado. O

EJEMPLO 4.1. Sea X = Ny pu(n) = 1¥n € N. En este caso los es-
pacios LP(u) son espacios de sucesiones en C y la integral se convierte
en suma infinita. Estos espacios se escriben [P(N). Es decir [*(N) es

el espacio de suceciones acotadas con |{z,}|lcc = sup{|z,|}; v P(N) =
00 0o P

{{xn}:Z]:cn|p<oo} con |{z,}l, = (me) . Por ejemplo, la
n=1 n=1

sucesién (1,3,1,...) pertenece a todos los IP(N) para p > 1 pero no a

IH(N).

Como espacio vectorial con una funcién que se comporta como valor
absoluto, LP(u) tiene una manera fundamental de medir distancia entre sus

elementos y podemos definir la nocién de convergencia.
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DEFINICION 4.3. Decimos que la sucesién {f,} € LP(u) converge a
f € LP(u) y escribimos lim f, = fsi lim || f — full, = 0.
n—oo n—oo

EJEMPLO 4.2. Sea X = [0,1] y u la medida de Lebesgue. Defini-

1 0<z <y y )
mos fp(z) = . . La sucesién {f,} estd en cada LP([0,1])

y lim f, = 0 cuando p # oo, pero lim f, # 0 en L*([0,1]) porque
n—oo n—oo
[fnlloc = 1Vn.

EijemMpLO 4.3. Sea X = R y p la medida de Lebesgue. Definimos

1 zen,n+1j ) .
fnlx) = [ ] Paratodox € R, lim f(x) =0, pero lim f, #
0 en ningun LP(R) porque || f»||, = 1 para todo 1 < p < oco. Igual que sucede
con sucesiones de nimeros, si la sucesién {f,} € LP(u) converge, para cada

e > 0 existe N € N tal que Vm,n > N, | f, — fmllp < &. En este caso

2 1<p<og; - .
|\ fro—fmllp = Entonces la sucesién no converge en ninguno
p = 00.

de los espacios LP(u).

EJEMPLO 4.4. En [P(N) las sucesiones son suceciones de suceciones de
nimeros complejos. Por ejemplo, la sucesiéon f; = (1,0,0,0,...), fo =
(0,1,0,0,...), f3 =1(0,0,1,0,...), ... estd en cada [P(N) pero no converge

en ninguno de los espacios.

Ejercicios

1. Sean f,g € L>(u) y c€ C.
a. Demuestre que f + cg € L>®(u).

b. Demuestre que [[cflloc = |c|llfllc ¥ que [If + gllc <
1 £lloe + gl

c. Demuestre que pu({x € X : |f(z)| > ||flle}) = 0.

d. Suponemos que existe un subconjunto medible X’ C X tal que
w(X/X") = 0. Demuestre que si |f(z)| < e Vo € X', entonces
flloe <.
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2. Demuestre que f(x) = 0 para casi todo z € X si y sélo si || f||, =0
para cada 1 < p < oo.

3. Se supone que p(X) < oo.
a. Demuestre que si 1 < p < p’ < oo existe un constante C tal que

para toda f € LY (X), ||flly < CI|fly-
b. ;Qué nos dice este resultado sobre la relacién entre LP(u) y
LP (X)?

4. Demuestre que si 1 < p < p/ < oo, IP(N) C lp/(N)-

5. Demuestre que si f € L>(u) N LP(i) entonces f € LP' (X) para todo
p>p.
6. Sea 1 < p # p' < co. Demuestre que existe f € LP(R) tal que
&LV (R).
7. (Qué dice la desigualdad de Holder para las sucesiones

{zn}, {yn} € P(N)?
8. Se supone que la sucesién {f,} € LP(u) converge. Demuestre que
para cada € > 0 existe N € N tal que Ym,n > N, ||f, — fmllp < €.
9. Encuentre los siguientes ejemplos.
a. Una sucesién de funciones {f,} € LP(R) para todo 1 < p < oo
tal que lim ||fy|lcc = 0 y tal que lim f,, no existe en ningin
n—00 n—00
otro espacio LP(R).
b. Una sucesién de funciones {f,} en L'(R) N L*R) tal que
lim || fn|l2 =0 pero lim ||f,|/1 # 0.
n—oo n—oo
c. Una sucesién de funciones {f,} en L'(R) N L?(R) tal que
lim ||f,]l1 =0 pero lim || f,|l2 # 0.
n—oo n—oo
10. Se supone que pu(X) < ooy que {f,} € L>®(u) es una sucesién que
converge a 0 en L*(p). Demuestre que lim || f,||, = 0 para todo p > 1.
n—oo

11. En el espacio X = [0,1], encuentre una sucesién de funciones
escalonadas {¢,} tal que lim ||¢,|l, = 0 para todo 1 < p < oo pero
n—oo

|énlloo =1y lim ¢(z) # 0 para ningtin z € [0, 1].
n—oo

12. Sea (X,%, 1) un espacio de medida y 1 < p,qg < oo tal que
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a. Sip=1,g=o00y g€ L' (u), encuentre una funcién f € L>(u)
tal que [ fgdu =|g|.

b. Sil<p<ooyg€ LP(u), encuentre una funcién f € L9(u) tal
que [y fgdp = ||gllp.

c. Fijamos ¢ > 0y g € L*(u1). Encuentre una funcién f € L*(u)

tal que [y fgdu = (|glle —&)IIf11-

13. Este ejercicio se dedica a la desmostracién que la desigualdad del
tridngulo no es cierta si 0 < p < 1. Fijamos un espacio de medida (X, B, 1)
yO<p<l

a. Si a,b > 0, demuestre que a? + b? > (a + b)P.
b. Escojemos E, F' € B de medida positiva tal que F N F = @.

Demuestre que

) 7 ) 7 ) 7
/xEdu +/><qu < /(XE+XF) dp|
X X X

(Utilize a = ,u(E)% yb= ,u(F)% en la parte a.)

14. Este ejercicio establece una cierta conversa a desigualdad de Holder.
Sea (X, 2, 1) un espacio de medida o-finito, % + % =lconp#o0,ySla
coleccién de funciones simples que igualan cero fuera de un conjunto de me-
dida finita. Suponemos que g es una funcién medible tal que fg € L' V f €
S. Elresultadoesque g € LYy ||g||q = sup{‘fX fgdu‘ cfeSylflly= 1}.
La demostracion la realizaremos en tres partes.

a. Sea {F;} una sucesion creciente de conjuntos medibles de me-
dida finita tal que X = UE; y {¢;} una sucesién de funciones
simples tal que ¢; — ¢ v |¢;] < |g|. Defina una sucesién
{g;} C S tal que g; — g punctualmente y |g;| < |g|.

b. Defina f; = ||gjlls ¢ 9] ' s5gng. Demuestre que | f;||, = 1.

c. Utilize el Lema de Fatou para establecer que

||g||qésup{‘/xfgdu‘:fGSYHf!zFl}-

Esto termina la demostraciéon porque la desigualdad de Holder

nos da la otra desigualdad.
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4.2. Estructuras Basicas del Analisis Funcional

Las ideas fundamentales de la rama de matematicas que ahora se conoce
como analisis funcional les dio forma organizada al principio del siglo pasado
el polaco Stefan Banach. Veremos que espacios concretos como C" y los

espacios LP(u) son ejemplos de estructuras mas generales.

DEFINICION 4.4. Sea V un espacio vectorial sobre C. Una norma en V
es una funcién || - || : V — RT U {0} tal que
i. ||f]| =0siy solosi f=0;
ii. |lef]l = |elllf]] para todo f €V y ce C;
i [|f + gl < £l + llgll para todo f,g € V.
Al espacio con tal estructura se llama espacio vectorial normado o espacio
lineal normado.

EJEMPLO 4.5. Para cada n € N, C" es un espacio vectorial normado

con la norma euclidiana: [|(z1,...,2,)| = /|21 + - + |za |2

EJEMPLO 4.6. Cualquier de los espacios LP(u) es un espacio vectorial

normado.

La norma nos da una manera de medir distancia entre elementos: si
fyg € V, la distancia entre fy g es d(f,g) = ||f — g||. Es facil ver que la
desigualdad del triangulo nos da la desigualdad del tridngulo en terminos
de esta funcién de distancia. O sea que d(f,g) < d(f,h) + d(h,g) para
todo f,g,h € V. Entonces tenemos los conceptos fundamentales de espacios
métricos. Por ejemplo, a un subconjunto S C V' le llamamos denso si para
cada e > 0y v € V existe s € S tal que ||[v — s|| < . Las definicién de
convergencia en la seccién previa estd de acuerdo con la siguiente definicién
donde también definimos otros conceptos fundamentales.

DEFINICION 4.5. Sea V un espacio vectorial normado. Decimos que la
sucesion {f,} converge a o tiene limite f € V si lim | f, — f|| = 0. A la
sucesion se le llama Cauchy si para cada € > 0, e;gtog N € N tal que para
todo m,n > N, ||fn — fimll < €. Se dice que el espacio estd completo o que
es un espacio de Banach si toda sucesién Cauchy tiene limite en V.

EJEMPLO 4.7. El hecho que sucesiones Cauchy convergen en C nos dice
que C™ es un espacio de Banach para cada n € N.
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EJemMPLO 4.8. El espacio de funciones continuas en un intervalo cerrado
V = Cla,b] con norma | f|| = max{|f(x)| : x € [a,b]} es un espacio de
Banach. La demostracién la dejamos como ejercicio.

Recordamos que uno de los teoremas de céalculo nos dice que una se-
rie de numeros complejos que converge absolutamente converge 0] sea si

{zp,} C Cy Z|xk| = hm Z|xk| existe entonces Zxk = hm Za:k

existe. Lo fundamental en la demostramon de este teorema es que las sumas
parciales Y ,_; x5 son una sucesién Cauchy y como C estd completo, la
sucesion converge. La conversa de este teorema también es cierto no solo en
C pero también en espacios vectoriales normados. Este resultado sera tutil
en la préxima seccién para demostrar que los espacios LP(u) son espacios de
Banach.

TEOREMA 4.3. Un espacio vectorial normado V estd completo (o sea
(o]

es espacio de Banach) si y sdlo si la convergencia de Z | fxll implica la
k=1

oo
convergencia de E fr-
k=1

DEMOSTRACION. (=) Si {fx} C V es una sucesién tal que >_ || fx|| con-
n

verge entonces la sucesién de sumas parciales E |l fx|l es Cauchy y para

k=1
cada € > 0, IN tal que paran > m > N,

n

Sl =Y Al = 3 Wsll| <
k=1 k=1

k=m+1
Utilizando la desigualdad del tridngulo vemos que la sucesiéon de sumas par-
n

ciales Z fr también es Cauchy porque para n > m > N,
k=1

n

ka—ka— Z < S Il <e

k=m+1 k=m+1

Como la sucesién de sumas parciales es Cauchy, la serie ) fr converge

porque V estd completo.
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(<) Sea {fx} una sucesién Cauchy en V. Para cada n € N existe
K, tal que ||fx — fill < 73—2 para todo k,l > K,. Nos aseguramos que las
K, son crecientes y utilizando la subsusecién {fx,} definimos la sucesién
91 = fK1.92 = fKy — [Kis-- 290 = fK, — [K,_,- Tenemos que [ga| < -2
paran > 2y Y |lgn|| converge. El hipdtesis nos dice que Y g, converge a
un elemento f € V. Las sumas parciales de Y gn SOn Sy = D 0"y gn = fK,,-
O sea que la subsucesién { fx,, } converge a un elemento f € V. El ejercicio

15b nos dice que la sucesién entera {f,} converge a f. O

Comentamos que este ultimo resultado depende de la estructura alge-
braica del espacio y la relacién entre esta y la norma. Por ejemplo, no
existe un resultado similar en espacios métricos donde no hay estructura
algebraica.

Hay espacios vectoriales normados cuyas normas nacen de otra estruc-
tura algebraica. La siguiente definiciéon se motiva por el producto interno
clasico en el espacio C™.

DEFINICION 4.6. Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto
interno en V es una funcién (-,-) : V. x V — C tal que para todo z,y,z € V

(1) (z,x) > 0 con igualdad si y sélo si x = 0;
(2) (z,y) = (y,2);

(3) (x+y,2) = (z,2) + (y, 2);

(4) ¢

4) (cx,y) = ¢(z,y) para todo ¢ € C.

EJEMPLO 4.9. En el espacio L?(X) la desigualdad de Holder nos deja

definir para f,g € L?
(o) = [ 13
X

Dejamos como ejercicio la demostracién que este es un producto interno.

La primera condicién en la definiciéon del producto interno sugiere que
en un espacio vectorial con producto interno hay una manera natural para

definir una norma. Para verificar esto necesitaremos el siguiente resultado.

TEOREMA 4.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V' un espacio vec-
torial con producto interno (-,-). Para todo x,y € V' tenemos

(@, )| < (z,2) (y,y)-



74 4. LOS ESPACIOS LP

Tratamos la desmostracion y varios otras propiedades del producto in-
terno en el ejercicio 20. Observamos que utilizando el producto interno de
L?, esta desigualdad es un caso especial de la desigualdad de Holder.

TEOREMA 4.5. Sea V' un espacio vectorial con producto interno (-,-).
La definicion ||x|| = \/{(x,z) nos da un espacio vectorial normado.

DEMOSTRACION. La tinica propiedad que no es obvia es la desigualdad
del tridngulo. Siz,y € V, utilizando el ejercicio 20 y la desigualdad Cauchy-
Schwarz (que se puede escribir |(z,y)| < ||z ||y||), tenemos

lz + yl* = ll2]® + 2Re{(z, 1)} + lyl* < ll=[I* + 2ll= [ lly]l + Iy

O

Quizés la diferencia mas grande entre un espacio vectorial con producto
interno y uno normado es que el producto interno le da al espacio una

geometria.

DEFINICION 4.7. Sea V un espacio vectorial con producto interno. De-
cimos que x,y € V son ortogonales si (z,y) = 0.

El siguiente teorema es fundamental y su demostracion es inmediata.

TEOREMA 4.6 (Teorema de Pitdgoras). Sean x1,xa,...,x, elementos
en un espacio vectorial con producto interno tal que (xj,xp) = 0, j # k.
Tenemos que

n ) n
| ]| =
j=1 j=1

EJEMPLO 4.10. Regresando al caso de L?(X), vemos que f,g € L*(X)
son ortogonales cuando [ + fg = 0. Por ejemplo, si consideramos f(z) =
sin27z y g(x) = cos2mx en L2([0,1]), entonces estas funciones son ortogo-
nales. También, en cualquier L?(X) si Ey, E5 son conjuntos medibles dis-
juntos, entonces x g, , XE, son ortogonales.

Un espacio vectorial con producto interno tiene mucha mas estructura
geométrica que normalmente se estudia en una clase de dlgebra lineal. En
el andlisis funcional estudiamos los espacios que estan completos.
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DEFINICION 4.8. Un espacio vectorial con producto interno que esté
completo utilizando la norma que se define por el producto interno se llama
un espacio de Hilbert.

O sea que un espacio de Hilbert es un espacio de Banach donde la norma
viene del producto interno. Como ya hemos previsto, en la proxima seccién
veremos que los espacios L?(X) son espacios de Hilbert.

El anélisis funcional no solo consiste en el estudio de las estructuras que
hemos definido en esta seccién sino también en el estudio de las funciones
lineales entre estos espacios. De interés especial es la colleccion de funciones
lineales continuas del espacio vectorial a C.

DEFINICION 4.9. Sea V un espacio vectorial normado. El espacio dual a
V', escrito V* es la coleccién de funciones lineales L : V' — C tal que existe
un M > 0 con la propiedad que |L(v)| < M|v||,Yv € V.

OBSERVACIONES. Es facil demostrar las siguientes afirmaciones.

(1) El espacio V* es un espacio vectorial.

2) La definicién ||L|| = supd L&y e Vo £ 0! convierte a V* en
llv]]

un espacio vectorial normado.?

(3) Para cualquier L € V* y sucesién {v,} C V tal que lim, o v, =
v, tenemos que lim, o, L(v,) = v. O sea que L es una funcién
continua. Esto nos da que si S C V es un subconjunto denso y
L(s) =0Vse S, entonces L(v) =0Vv e V.

(4) SiV es un espacio vectorial con producto interno y fijamos w € V,
la formula L(v) = (v, w) define un elemento en V* y ||L|| = ||w]|.

EJEMPLO 4.11. Sea (X,B, 1) un espacio de medida y 1 < p,q < oo tal
que %—F % = 1. Fijamos g € LY(X) y para f € L?(u) definimos

Ly(f) = /X fgdu.

Esta claro que Ly es una funcién lineal y la desigualdad de Holder nos da
que Ly € LP(p)* y || Lgl| < [lg]lq- El ejercicio 12 se dedica a la desmostracién

que [|Lg[l = llgllq-

2Utilizamos la misma notacién para la norma en V/ y la norma en V*.
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Ejercicios
15. Sea V un espacio vectorial normado y {f,} una sucesién.
a. Demuestre que si {f,} es convergente también es Cauchy.
b. Demuestre que si {f,} es Cauchy y tiene una subsucesién que

converge entonces la sucesiéon entera converge al mismo limite.

16. Sea C|[a, b] el espacio de funciones continuas en el intervalo [a, b] con
norma || f|lec = max{|f(z)|: « € [a,b]}. En este problema demostramos que
Cla,b] es un espacio de Banach. Sea {f,} C C|[a,b] una sucesién Cauchy.
Como para cada = € [a,b] la sucesién de nimeros complejos {fn(z)} es
Cauchy, existe una funcién f : [a,b] — C tal que lim f,(x) = f(x).

a. Demuestre que f es continua. e
b. Demuestre que nh—>r<(>lo | fn — flloo = 0.

17. Sea V el espacio de suceciones complejas que convergen a 0. O sea
f € V significa que f = (z1,z2,3,...)y lim z, =0.
a. Demuestre que V es un espagil(? z%ctorial.
b. Demuestre directamente que || f|| = ||{z}|| = max{|z,|} es una
norma en V. (En V esta norma es nada mas que la norma de
[*°(N).)
c. Demuestre que con esta norma V' es un espacio de Banach.

18. Sea V un espacio de Banach y {z,}, {yn} sucesiones en V.
a. Demuestre que si Y ||yn|| converge y existe N tal que ||z,| <

|lyn|| para n > N, entonces > x,, converge.

b. Demuestre que si lim |2+
n—oo ||y

existe y es < 1, entonces Yz,
converge.
c. De un ejemplo que demuestra que lim ||x,|| = 0y [|zp41] >
n—oo

|zn||, ¥V no implica la convergencia de » (—1)"xy,.
19. Demuestre que en L?(X), | « Jg define un producto interno.

20. Sea V un espacio vectorial con producto interno y x,y € V.
a. Demuestre que para todo a € R,

(r +ay,z+ay) = (x,z) + 2aRe{(z,y)} + a*(y,y).

b. ;Cuales son las identidades cuando a € C?

c. Demuestre que {(cz, cz) = |c|*(x, z) para todo ¢ € C.



4.2. ESTRUCTURAS BASICAS DEL ANALISIS FUNCIONAL 7

d. Recordamos que para cada ¢ € C, ¢ # 0 existe una cantidad
sgn(c) tal que |sgn(c)] = 1y c-sgn(c) = |¢|]. Demuestre que
sgn(c) = sgn(c).

e. Demuestre que si t € R,

(z —tsgn((z,y))y, x — tsgn((z,y))y) = (2)
(w,x) = 2t [(z, )| + {y, y). (3)

f. Esta ultima cantidad es una funcién quadratica en ¢t y es > 0.
Demuestre la desigualdad Cauchy-Schwarz.

g. Recuerde que la expresién (3) iguala cero si y sélo si
x—tsgn({z,y))y = 0. Demuestre que la desigualdad de Cauchy-
Schwarz es identidad si y sélo si x = cy, ¢ € C.

21. La desigualdad Cauchy-Schwarz nos dice que el producto interno es
continuo en ambos componentes. Demuestre que si {x,, }, {y,} son sucesiones
en V tal que lim z, = x y lim y, = y entonces lim (x,,y,) = (z,y).

n—oo n—oo n—oo

(Utilize (xpn,yn) — (x,y) = (Tn — T, Yn) + (T, yn — Y).)

22. Sea V un espacio vectorial con producto interno y x,y € V.
a. Demuestre el teorema de Pitagoras.

b. Demuestre la identidad del paralelogramo:
lz +yl* + lz = ylI* = 2 (l2]® + [ly]]*) -
c. Demuestre la identidad de polarizacién:
Uz,y) = |z +yl* = llz = yl* +illz +iy|® — illz —iy]*.

d. Demuestre que una coleccién de elementos ortogonales son lin-

ealmente independientes.

23. Demuestre que la identidad del paralelogramo no es cierta en (*°(N)
ni en C[a,b]. ;Qué podemos concluir sobre estos espacios?

24. Demuestre que en L?([0,1]) las funciones {e?™"*}, .7 satisfacen

<€27rin:p e271'ma:> _

)

. Qué nos dice este resultado sobre la dimensién de L?([0, 1])?
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25. Demuestre las observaciones sobre la definicién 4.9.

4.3. Los Espacios L? son Espacios de Banach

El teorema de Riesz-Fischer nos dice que cada LP(u) es un espacio com-
pleto.

TEOREMA 4.7. Para cada 1 < p < 0o, una sucesion de funciones
{fn} € LP(u) es Cauchy si y sdlo si existe una funcion f € LP(u) tal que
lim || fn — fllp = 0.

n—oo

DEMOSTRACION. Primero tratamos el caso 1 < p < co. Utilizamos el

[ee]
Teorema 4.3. Sea {f,} C LP(u) una sucesién tal que Z | fullp = M < oc.

n=1
n

Definimos h,(z) = Z |fx(z)|. La desigualdad del tridngulo nos da que
k=1
|hnll, < M. O sea que [hi, < MP. Para cada z € X,{h,(z)} es una

sucesion creciente y por lo tanto podemos definir h(z) = lim, o hy(z) €
[0,00]. El lema de Fatou nos da que [h? < MP y podemos concluir que
uw({x : h(x) = co}) = 0. Para cada x € X donde h(z) es finita, la se-
rie > o2 |hn(x)| converge y por lo tanto > >, fn(x) converge. Definimos

>onet fa(@)  h(z) < oo;
0 h(z) = oo.
el limite de una sucesion de funciones medibles para casi todo x. También
|f(z)| < h(z) porque Y ;. |fe(x)| < h(z). Entonces |f|P < h? y tenemos
que f € LP(p). Finalmente | Y p_, fe(x) — f(z)|P < (2h(x))? = 2PhP(x).
La funcién 2PhP es integrable y | > fr(z) — f(x)[P converge a 0 para casi

fz) =

Es evidente que f es medible porque es

todo = € X. El teorema de convergencia dominada de Lebesgue (Teorema
3.8) da que

n—oo

lim [ > fu(2) = f(2)Pdpu = 0.
k=1
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o0
O sea que la serie Z fr converge a f en LP(u).
k=1
Ahora tratamos el caso p = co. Si {f,} es una sucesién Cauchy en

L>(u), el ejercicio 1lc nos dice que p({z : |f(x)] > |felleo}) =
wl{z | fe(z) — filz)] > |Ifx — fillo}) = 0 para todo k,l € N. Por lo tanto
existe un subconjunto medible X’ C X tal que siz € X', |fx(2)] < [|flloo ¥
|fx(z) — filx)| < ||fx — filloo- En particular la sucesién de nimeros { fi(z)}
es Cauchy para todo z € X’ y por lo tanto converge. Definimos
. /.
Fla) = Jim fi(z) = e X
0 x g X',
Es evidente que f es medible y como la sucesion {|| fx||co} estd acotada (por
que es Cauchy), f € L*(u). Fijamos € > 0. Existe N € N tal que k,l > N
implica que || fx — fil|oo < € y por lo tanto para todo x € X', | fx(z)— fi(z)] <
e. Sifijamos x € X', existe un N’ > N tal que |fn/(z) — f(z)] < e. Tenemos
@)= (@) < |F(2)—f (@) |+ e () filw)| < 2 paratodo k> N donde
N es independiente de z. O sea que {fx} converge a f uniformemente en
X'. Utlizamos el ejercicio 1d para concluir que limy_,o0 || f — flloo = 0. O

COROLARIO 4.2. El espacio L?>(X) es un espacio de Hilbert.

Un concepto importante en el analisis es poder approximar un elemento
cualquiera utilizando una colecciéon de elementos cuya estructura la conoce-

mos bien.

DEFINICION 4.10. Sea V un espacio vectorial normado y S un subcon-
junto de V. Se dice que S es denso en V si para cada x € V, existe una
sucesién {s,} C S tal que lim,_, ||z — s,|| = 0.

n

PROPOSICION 4.3. La coleccion de funciones simples s = ZanEj tal

j=1
que u(Ej) < oo, Vj es densa en LP(p) para todo 1 < p < 0.

DEMOSTRACION. El caso p = oo lo dejamos como ejercicio. Fijamos

1 <p<ooyf € LP(u). Sis =", ajxg; tenemos que [s|, =

1

(Z?:1 la;|P ,LL(E]'))F entonces s € LP(u). Como en la Definicién 2.7 de-
finimos f* y f~ y escribimos f = f* — f~. Como f € LP(u), p({z € X :
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fH(z) o f~(z) = c0}) = 0. Entonces podemos modificar la construccién de
la funcion en la Proposicién 3.6 para producir sucesiones de funciones simples
{s}y {5y} tal que lim o [ £*(2) s (0)] = 0y limy oo £~ (2) =5, ()] =
0 para casi toda z € X, [s}f| < |fT] v Is,| <|f~|. Como f € LP(u) la con-
struccién en la Proposicién 3.6 garantiza que las funciones simples se anulan
fuera de un conjunto de medida finita. O sea {s;}, {s; } C LP(u). Definimos
sp = s — s,y observamos que s, € LP(u). La desigualdad del tridngulo
para numeros reales nos da que lim, . |sy(z) — f(x)| = 0 para casi todo
x € X y también que |s,| < |f|. Tenemos que |s, — f|P < 2P|f|P. Como
|f|P es integrable podemos utilizar el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue (Teorema 3.8) para concluir que [ [s, — f[P du = 0. O

En la seccién previa vimos que una funcién en L9(u) define naturalmente
un elemento en LP(p)* cuando % + % = 1. El siguiente teorema nos dice que
cuando 1 < p < 0o todos los elementos en LP(u)* se pueden realizar en esta

manera cuando el espacio de medida es o-finito.?

TEOREMA 4.8 (Teorema de Representaciéon de Riesz). Sea (X, 2, p) un
espacio de medida o-finito, 1 < p < oo, L € LP(u)* y %4—% = 1. Existe una
funcion dnica g € Li(p) tal que

i L) = [ Fodu VS € D).

i || LIl = llgllq-

DEMOSTRACION. Primero tratamos el caso cuando p es finito. Si p es
finito, toda funcién simple estd en LP. Sitp € (LP)*, definimos n(E) = ¢ (xE)

para todo E € 2. Si{E;} C 2 es una coleccién disjunta tal que £ = U2, Ej

se tiene que xg = Z;‘il XE; ¥

3Rl hipdtesis de o-finito se necesita sélo para el caso p = 1.
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1
Tim |xp — Z Xg|| = lim /X XE — Z XE;| du
7j=1 » 7j=1
)

= lim / Z XE; dpt
n—oo X

j=n+1
o0
= lmu( |J E|=0.
n—oo
Jj=n+1

O sea que xg = Z;’il XE; es una igualdad con respecto a la convergencia en
LP. Como ® es funcional lineal continuo, se tiene que ¥ (xg) = Z;’il Y(XE;)-
Es decir n(E) = 372, n(E;). También si u(E) = 0, xp = 0 en LP y
n(E) = ¥(0) = 0. Concluimos que 7 es una medida compleja en 2 y que
n < p. El Teorema Radon-Nikodym (Teorema 3.11) nos dice que existe una
funcién g € L(p) tal que

n(E):/gd,u, VE €2
E

Si f =) a;jXE, es una funcién simple escrita en forma canénica, tenemos
la existencia de una funcién g; en Ej tal que ¢(E;) = ij g; dp para cada j.
Definimos g = ) gjXx g, y tenemos

W) = Zam(Eﬂ=Zaj/E_gjdu=/XZanEjgdu

_ /ngdu-

La cota del funcional da que | [y fgdu| = ||¢||| f|l, para toda funcién simple
f. El resultado del ejercicio 14 da que g € LY. La desigualdad de Holder
daque f— [ x Jgdu define un funcional lineal en L? y como este funcional
iguala ¢ en un conjunto denso de LP (Proposicién 4.3), los dos funcionales
son iguales en LP. Esto concluye la demostracién cuando p es finito.

Si p1 es o-finito, existe una coleccién creciente {E;} C A tal que p(E;) <
ooy X =JE;. Cada funcién f € LP(E;) define naturalmente una funcién
en LP(X): la funcién extendida fex se define 0 fuera de Ej. Siy € (LP(X))",
1) define un elemento de (LP(E;))" utilizando ¢(f) = ¢(fext). El caso finito
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da que 3g; € LI(E)) tal que ¢(f) = [ fg;du ¥V f € LP(E;) y que ||g;llq =
¢ restrinjida a LP(E;)|q < ||¢||. La funcién g; es tnica modulo cambios
en conjuntos de medida 0. Como los conjuntos {E;} son crecientes, g;(z) =
gj(z) para casi todo z € Ej si j < j'. El limite punctual de la sucesién
{g;} lo utilizamos para definir una funcién medible g definida para casi
todo z € X. El Teorema de Convergencia Monétona (Teorema 3.5) da
que ||gllq = lim||gjllq < ||#| ¥ concluimos que g € L9(X). Finalmente, si
feLP(X), Ifxe;, — flp — 0, entonces ¥ (f) = lim¥(fxg,). El Teorema de
Convergencia Dominada (Teorema 3.8) da que

lim (fxg,) = lim /E Faydp = /X fodp.

El ejercicio 12b establece que ||L|| = ||g|l4- O

Ejercicios
26. Demuestre el caso p = oo del Teorema 4.7. Utilize el Teorema 4.3.

27. Demuestre la Proposicion 4.3 cuando p = oo.



Bibliografia

S.B. Chae, Lebesgue Integration, 2nd edition, Springer-Verlag, New York, 1995.
D.L. Cohn, Measure Theory, Birkhauser, Boston, 1980.

G.B. Folland, Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications, Wiley,
New York, 1984.

A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin, Elementos de la teoria de funciones y del andlisis
funcional, Editorial Mir, Mosct, 1975.

J.C. Oxtoby, Measure and Category, Springer-Verlag, New York, 1971.

H.L. Royden, Introduction to Real Analysis, 2nd edition, Macmillan, New York,
1968.

83



Los Apuntes son el resultado de un cursillo que se realizé
en la Escuela de Ciencias Naturales y Matematicas de la
Universidad de El Salvador (UES) en julio de 1995. La
exposicion estd disenada para estudiantes y profesores de
matematicas quienes tienen un buen conocimiento de los
conceptos y técnicas fundamentales del analisis clasico. El
lector ideal es el estudiante de matematicas de ultimo ano

de licenciatura o de primer ano de maestria.

El texto esta escrito con mas detalles de lo que se acos-
tumbra en textos de matematicas. Esto se hizo para que el
lector que estudia teoria de la medida sin la ayuda de un

profesor lo pueda hacer sin mucha referencia a otros textos.

Herbert A. Medina, nacido en El Salvador, estudié su licenciatura en matematicas
y ciencias de computacién en la Universidad de California, Los Angeles (UCLA) y
su maestria y doctorado en matematicas en la Universidad de California, Berkeley.
Desde 1992 es profesor de matematicas en la Universidad Loyola Marymount en
Los Angeles, California.



